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Resumo:

Sera apresentado neste trabalho o Método de Jacobi, muito utilizado para encontrar os
autovalores de uma matriz real e simétrica. Através deste, visa-se entender melhor o
desenvolvimento tedérico do Método de Jacobi, a fim de construir um programa especifico
para implementacdo do mesmo, através do Matlab. Muitos dos métodos para resolucdo do
autoproblema, para uma matriz A de forma geral, dependem da aplicacdo de uma série de
transformacdes similares, que convertem A em uma matriz de forma especial. Vale ressaltar
que, neste método, utilizam-se as transformacdes unitarias elementares.
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INTRODUCAO

Através deste trabalho, visamos entender melhor o desenvolvimento tedrico do
Meétodo de Jacobi, a fim de construir um programa especifico para implementagdo do mesmo,
através do Matlab. Muitos dos métodos para resolu¢cao do autoproblema, para uma matriz A
de forma geral, dependem da aplicacdo de uma série de transformagdes similares que
convertem A em uma matriz de forma especial. Neste método, usaremos as transformagdes
unitarias elementares, conforme Lima Jr. (2005).

OBJETIVO

e Abordagem tedrica sobre a determinacdo dos autovalores de uma matriz real e
simétrica, usando o Método de Jacobi;

e  Exemplificacio do método com o auxilio de exemplo resolvido, através do uso da
programagao utilizando Matlab.

DESENVOLVIMENTO

No Método de Jacobi (1846), a matriz original € transformada para a forma diagonal
por uma sucessdo de rotacdes planas. No sentido exato, o nimero de rotacdes planas
necessdrias para produzir a forma diagonal € infinito. Isto serd esperado desde que nao
possamos, em geral, resolver uma equagao polinomial em um ndmero finito de passos. Na
pratica, o processo € terminado quando os elementos fora da diagonal forem despreziveis de
acordo com a precisao desejada. Para uma real matriz simétrica, usamos reais rotagdes planas.

Segundo Wilkinson (1965), a matriz original serd representada por Ay, podemos,
entdo, descrever o processo de Jacobi como se segue, ou seja, uma sucessao de matrizes Ay
produzidas tal que satisfacam Eq. (1) abaixo:

hma T (1)

Onde a matriz Tk € determinada pelas regras a seguir, conforme Egs. (2) a (9). Vale

ressaltar que utilizamos a anotacdo da equagdo 1, e ndo TkT AT conforme a andlise geral

adotada em outros trabalhos anteriores.
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Suponha o elemento fora da diagonal de Ay.;,de médulo maximo, e que estd dentro da
posicao (p, q). Entao, Tk corresponde a uma rotagao dentro do plano (p, q), € o angulo 0 da

rotagdo € escolhido para reduzir o elemento de (p, q), Aki a zero. Sendo assim, temos,
conforme Wilkinson (1965:266-267):

T =T =cosf, T =—T =senf )
ppqq pa ap

.=l (i#p. q). Tl,j:O i#j 3)

Onde assumimos que aquele p € menor que q. Ak difere de Ak tUnico em filas e

colunas, e p e q, assim como todos os Ak sdo simétricos. Os valores modificados sdo
definidos por:

(k) (k=) (k=) (k)

aip :+al,p cosG+aiq sen0=apl, ,(lip,q) (4)

(k) (k=) (k=) (k)

aiq —al,p sm0+aiq cosH:aqi ,(lip,q) (5)

a(k) :a(k_l) cos2 0+2a(k_l) cosﬁsen0+a(k_l) Sen20 (6)
rppp 1 9

a(k) :a(k_l) xenz B—Za(k_l) cosHsen9+a(k_l) (:os2 1 (7)
a9

9 pp
k k-1 k-1 k-1 2 2
a( ) :(a( ) —a( ) )cosﬁsen9+a( ) (cos O-sen ) (8)
pq 99 pp pq
k k-1 k-1 k-1 2 2
a( ) :(a( ) —a( ) )cosﬁsen0+a( ) (cos B-sen 6) (9)
qp 9 pq
(k

Entdo, desde que « ) seja zero, teremos:

rq

tan20=2a(k_1) /(a(k_l) —a(k_l) ),
prq pp qq

(10)

Vale ressaltar que sempre levaremos 0 a assumir valores na faixa de:

161 < 0257 (11)

E, se ag;_l) = aé’;_l), entdo o angulo 0 assumird o seguinte valor:

1
0=t—nx

4
De acordo com o sinal de a;kq_l).

A C ‘"™ neste caso, ao contrario, a diagonalizacio estard completa.

Ainda para Wilkinson (1965), se cada angulo 0 € definido pela equacdo 11, entdo:
Ak — diag (/11. ) conforme k — o (12)
Onde A; sdo os autovalores de Ay, e, conseqiientemente, de todos Ak, Escrevemos:
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. k
Ak = diag (ai(i )) + Ek (13)

Onde Ex é a matriz simétrica dos elementos fora da diagonal. Para Wilkinson (1965),
pode se dizer que:

HEkHE — 0 conforme diag k — oo. (14)
Das Egs. (4) e (5), temos:
2 [y ] = [l ] A5)

N ip
#p.q #p.q

Isso uma vez que a soma dos quadrados dos elementos fora da diagonal, excluindo os
elementos (p, q) e (q, p) permanecam constantes. Portanto, estes dois ultimos elementos
tornam-se zero, € tem-se:

2
el =l () a6

Desde que ,* seja o elemento de E, 1de moédulo miximo, entdo:
rq -

2ES|:172/(1127n):|k HEOHZ eY)

2
P S|:172 /(n2 711):| HE]( —l‘

A desigualdade da equacdo 17 fornece a equagdo para a razdo de convergéncia,
fazendo:

a

N=1/2(n% = 1) (18)

Entao:

2 Nz,
s[l—l/N] HEOH <e
E E

. (19)

EN

Certamente, pode-se dizer que:

2

<‘E
e~ ¢ IFo

Ak tende a uma matriz diagonal fixa. Assim, continuamos a iteracao até, finalmente:
HEkHE < E. (21)

I

ErN ,quando r > 21In(1/¢e), (20)

Nota-se, desta forma, que o processo é essencialmente iterativo, como um elemento
que € reduzido a zero, através de uma rotacdo. Em geral, € feito ndo zero através de rotacoes
subseqiientes.

EXEMPLO RESOLVIDO

0.6532 0.2165 0.0031
Seja A= 02165 04105 00052 |€ & < le-8
0.0031 0.0052 0.2132
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Por ser uma matriz 3x3 € facil, algebricamente, encontrarmos os autovalores.
Resolvendo o sistema algebricamente encontraremos (Wilkinson, 1965:274):

/11 =0.2131
/12 =0.2837

/13 =0.7801

Vamos verificar agora, através do Método de Jacobi, com o uso do programa

elaborado (Lima Jr., 2005), se os resultados convergirdo para os valores encontrados
1 0 O
0O 1 0
0 0 1

algebricamente. A matriz - corresponde a rotacdo no plano (p, q), e o angulo 0 ao de

0

rotacdo. Apds a primeira interagdo, teremos, conforme Eqgs. (2), (3) e (10):

0=0.53[rad ]
€

T =T =co0sf#=0.8628, T =—T =s5en6=0.5055
PP 49 rq qp

Tii =1 (i#p, q), 7;,1, =0 i#j
Resultando num plano de rotagdo T:

0.8628 -0.5055 0.0000
T=|0.5055 0.8628 0.0000
0.0000 0.0000 1.0000

Entdo, fazendo o teste de convergéncia:
0.1626 > £=0.00000001

Desta forma, teremos, apds a primeira interacdo, a matriz A como:

0.0000 0.2837 0.0029

0.7800 0.0000 0.0053
A=
0.0053 0.0029 0.2132

Teremos, ap0s a 2* interagao, os seguintes dados:

1.0000 0.0000 —0.0094
6=0.0094[rad] T=| 0.0000 1.0000 0.0000

0.0094 0.0000 1.0000

0.7801 0.0000 —0.0000
A=| 0.0000 0.2837 0.0029 | convergéncia=0.0000636>0.00000001

0.0000 0.0029 0.2132

Apds a 5% interacao, teremos, finalmente:
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1.0000 0.0000 —0.0000
6=8.766¢—010[rad] T=| 0.0000 1.0000 0.0000

0.0000 0.0000 1.0000

0.7801 0.0000 —0.0000
A=| 0.0000 0.2838 0.0000 | convergéncia=4.4212¢—050>0.00000001

0.0000 0.0029 0.2130

Sendo assim, podemos dizer que os autovalores encontrados sdo os elementos da
diagonal da matriz A acima mostrada. Isto é:

0.7801
2 = | 0.2838
0.2130

Portanto, os autovalores da matriz A sio:
A1 =0.21303, A, = 0.28378 € A3 = 0.78009

Que, apds cinco interacgoes, resultard na eficiéncia de convergéncia do método em
questdo, pois vemos que os valores realmente se aproximam, cada vez mais, dos valores
encontrados algebricamente.

CONCLUSAO

Concluiu-se que a determinacdo dos autovalores de uma matriz real e simétrica,
usando o Método de Jacobi, é de facil compreensdo e simples implementagdo computacional.
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