MSc Alexandre Estacio Féo
Associacao Educacional Dom Bosco - Faculdade de Engenharia de Resende
Caixa Postal: 81.698/81711 - CEP: 27511-971 - Resende - RJ — Brasil
Professor e Doutorando de Engenharia
aefeo @unifei.edu.br

Resumo:

Neste trabalho apresentamos o método chamado de Eliminacdo de Gauss para a
resolucao de sistemas lineares. Esse método € utilizado na obten¢ao dos valores do vetor {x},
na determinacdo da singularidade da matriz do sistema e, finalmente, na elaboracdo de
estratégia de pivotamento, utilizada para minimizar o erro relativo de determinadas situacgoes.
Também um exemplo resolvido para a melhor visualizacdo do método serd apresentado ao
final do trabalho. O algoritmo de eliminacdo de Gauss é o método mais usado para resolver
sistemas de equagOes lineares. Trata-se de um sistema com uma seqiiéncia de passos
elementares, que transformam o sistema inicial, Ax=b, num outro, Ux=c, em que a sua
resolucdo € mais facil; no entanto, ambos sdo equivalentes, pois t€m o mesmo conjunto de
solucdes. Esses passos elementares traduzem-se através de: Troca da ordem das equagdes;
Multiplicagdo de ambos os membros de qualquer das equagdes por um elemento real ndo
nulo; e substituicado de uma das equacdes pela sua soma com outra equacio do sistema. Vale
ressaltar que um programa foi desenvolvido em MatlLab, para solucionar os sistemas de
equacoes propostos.

Palavras-Chave: Eliminacdo de Gauss, Sistemas Lineares, Matlab.

INTRODUCAO

Segundo Souza (2002), o algoritmo de eliminagao de Gauss é o método mais usado
para resolver sistemas de equagdes lineares.

Trata-se de um sistema com uma seqiiéncia de passos elementares, que transformam o
sistema inicial, Ax_b, num outro, Ux_c, em que a sua resolu¢do € mais facil; no entanto,
ambos sdo equivalentes, pois tém o mesmo conjunto de solucdes. Esses passos elementares
traduzem-se através de:

i) Troca da ordem das equagdes;

ii) Multiplicacdo de ambos os membros de qualquer das equagdes por um elemento real
nao nulo;

iii) Substitui¢do de uma das equacdes pela sua soma com outra equagdo do sistema.

Vale ressaltar que um programa foi desenvolvido em MatlLab para solucionar os
sistemas de equacdes propostos.

OBJETIVOS
e Desenvolver programa¢dao em MatLab;
e Aprender um novo método para resolucdo de Sistemas lineares;
e Elaboracdo de um programa com método direto de Eliminacdo de Gauss que resolva
0s sistemas propostos.

DESENVOLVIMENTO

Consideremos o sistema Ax=b, em que A é uma matriz quadrada n X n.
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Sendo assim, podemos dizer que o objetivo principal do método proposto consiste em
eliminar os elementos a;;, 1>, de forma a obter um sistema equivalente com uma matriz
triangular superior. Tendo uma matriz triangular, basta aplicar substituicdes sucessivas para
chegarmos a soluc¢do pretendida.

Entiio, o método consiste em n—1 passos, onde construimos elementos a;**" a partir
dos elementos a,-j(k), considerando al;i(l) como a matriz inicial.

Passo k
Se o pivot é a,(f,j) =0, entdo, tem que se efetuar a troca de linhas.

Mas se a'*) # 0, entdo:

Parak =1, ..., n-1
Parai=k+1,..,n
(k)
ik
ik T )
Kk
a(k) 0
Eliminagdo ik
Parai,j=k+1,..,n
(k+1) (k) (k)
G T % T MYk
Parai=k+1,..,n
(k+1) (k) (k)
b T T "k

Desta forma, ao final dos n—1 passos, obteremos o sistema triangular superior
equivalente:

a) o, Tu] [a
0 a2 o @ 1| [p®

.22 2 — 2 (2)
0 - 0 a”|x, | [p"

O qual poderemos resolver, facilmente, por substitui¢do ascendente:
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B
X =
n arrzln
Parak=n-1,..,1
Para j=k+1,..,n
(k) (k)
(b —Zakj xj)
X =
k (k)
| L ek

Armazenando os coeficientes m;, podemos obter uma fatorizacao da matriz A na

seguinte forma:
0 M

L U s S ) B )
m 1 : 0 a e a (3)

A=LU = 2t . 0 . 22 "2n

m m 1 ' - . ()

nl nn-1 0 e 0 a
nn
Y—————— ~ /
L U

Isto para caso ndo sejam efetuadas trocas de linhas.
Caso existam trocas de linhas, a fatorizacdo é da forma PA=LU, na qual P é uma
matriz de permutagdo. Ao resolver o sistema, obteremos:

LUx=Pb 4)

Teorema

Sera a fatorizacdo A=LU, na qual L € uma matriz triangular inferior com diagonal
principal unitdria, e U é uma matriz triangular superior, obtida de forma dnica, se os pivots
verificarem a*) #0.

Nuamero de Operacoes
Analisemos, agora, qual o nimero de operagdes (+- ou */) envolvido na resolucdo de
um sistema.

Fatorizacao da matriz
Em cada Passo k:

e (Calculo dos mj
n—k divisdes --- correspondentes a um total de ”Z":(n_ x) operacdes.
k=1

e Cilculo dos a;
n—1

(n—k)* divisdes --- correspondentes a um total de 3 (n-k) operagoes.

k=1

Cilculo de b
Em cada Passo k:

n-1

n—k multiplicagdes e subtra¢des correspondentes a um total de § (n— k) operagoes.
k=1

Substituicao

1135
II Simpésio de Exceléncia em Gestdo e Tecnologia — SEGeT 2005



No total, teremos:

.. i k = n(n+1)/2 multiplicagdes e divisdes nik = n(n—1)/2 subtragdes.

k=1 k=1

—_

Como "j(n_ k)=n(n—1)/2 e também S (n—k)* =n(n-1)2n-1)/6.

k=1 1

o~
1l

Desta forma, obteremos a Tabela 1:

Tabela 1-Andlise da Complexidade dos Algoritmos

Etapas Somas e |Multiplicacoes
Subtracoes e Divisoes
n(n—1)2n-1)/6 n(n2 —1)/3
Fatorizagdo
Calculo p» n(n-1)/2 n(n—1)/2
Substituicdo|  n(n+1)/2 n(n—1)/2
TOTAL ey /3

Desta forma, podemos dizer que € facil verificarmos a sucessdo do numero total de
operagdes, ao considerarmos uma dimensdo da matriz elevada, que é, assintoticamente,
equivalente a 2n°/3.

Normalmente, como o tempo de calculo é muito superior numa multiplicagdo ou
divisdo, consideramos apenas que, assintoticamente, o método de eliminacdo de Gauss
envolverd n°/3 operagoes (*,/).

Este valor € bastante reduzido se comparado com o nimero de operagdes que seria
necessdrio efetuar se resolvéssemos o sistema pela Regra de Cramer (nesse caso, teriamos ~
(n+1)! operagdes, o que, por exemplo, para n=10 corresponderia efetuar ~ 40.000.000 de
operacoes (*,/) ao invés de ~ 430 pelo método de Eliminacdo de Gauss).

Pesquisa de pivot
Tal como quando o pivot € nulo (isto €, ai’;) =0), devemos efetuar uma troca de linhas,

se o seu valor for proximo de zero. Caso ndo seja efetuada a troca de linhas ou colunas, os
erros de arredondamento (surgidos na fatorizagcao da matriz) podem provocar grandes erros
nos resultados.

De forma equivalente, devemos efetuar a troca de linhas ou colunas quando houver um
grande desequilibrio de grandezas nos elementos da matriz e caso o pivot for pequeno face
aos restantes elementos (porque, dividindo, serd equivalente a que ele seja préximo de zero).

Para contornar este problema de estabilidade numérica, usamos as seguintes
estratégias a seguir.

Pesquisa parcial de pivot
Ocorre normalmente por linhas. Em cada passo k da eliminagdo de Gauss, trocamos a
linha k com a linha r, onde r € tal que:

)=

al| (5)
Vale ressaltar que esta estratégia € utilizada apenas no caso de k # r.
Pesquisa total de pivot
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Em cada passo k da eliminagdo de Gauss, troca-se a linha k com a linha r, e a coluna k
com a coluna s, onde r, s sdo tais que:

)

Jad)] 6)

Vale ressaltar que esta estratégia € utilizada apenas no caso de k # r ou k # s.

Exemplo RESOLVIDO
Considere o sistema representado a seguir:
3 2 4 el 1
11 2 2 2
4 3 22 x5 3

Para representar todas as mudancas, vamos formar uma matriz com duas partes: a 1*
serd a matriz dos coeficientes e a 2° serd o vetor dos termos independentes:

32 4 1
B=|11 2 : 2
4 3 2 : 3

Note que esta matriz se chama matriz aumentada. Todos os passos serdo realizados
sobre B, poupando tempo e simplificando a seguinte notac¢ao:

Passo 1
Com my; = azi/a;; = 1/3, zeraremos o elemento da posi¢do (2,1), ou seja:

32 4 &1 32 4 1
11 2 2 = 0 1/3 2/3 i 5/3
4 3 =2 :3 4 3 -2 i 3

Passo 2
Com m31 =a31/all =4/3, zeraremos o elemento da posi¢do (3,1):

3 2 4 1 32 4 |
0 1/3 2/3 P 5/3|=|(0 1/3 2/3 i 5/3
4 3 2 : 3 0 1/3 -22/3 : 5/3

Passo 3
Com m32 = a32/a22 = 1, zeraremos o elemento da posi¢do (3,2):

3 2 4 o1 3 2 4 1
0 1/3 2/3 P 5/3 =10 1/3 2/3 i 5/3
0 1/3 -22/3 : 5/3 0 0 -8 i 0

Entdo, a matriz final sera:

302 4 11
B =|0 1/3 2/3 : 5/3
00 -8 i 0

Resultando em:

x3:0/—8=0

Voltando a pentltima linha B’, teremos:
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1/3)c2 +2/3x3 =5/3 ecomo|x, = 0]

(7/3)x, +(2/3)1=3; x, =1},

Da 1? linha, vem:

3x1+2x2+4x3 =1e xz =5,)c3 =0

3x1+10+0=1; x =3

A solugdo final é dada pelo vetor:

CONCLUSOES

Neste trabalho apresentamos o algoritmo para resolucao de sistemas lineares usando o
método da Eliminagdo de Gauss. Deste modo, solucionamos o sistema linear proposto,
através de um programa desenvolvido em MatLab. Percebemos que através deste método
podemos transformar uma matriz qualquer em uma matriz triangular superior, tornando,
assim, a resolucao do sistema bem mais simples.
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