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Resumo:

Neste trabalho serd apresentado o método de resolucao de sistemas superdeterminados,
que sdo caracterizados quando o ndmero de equacdes é maior que o nimero de incognitas
(m>n), por minimos quadrados, como simplificacdo do sistema superdeterminado para um
sistema normal (simétrico). Através desta simplificagdo, aplicar-se-4 em seguida, a eliminacao
de Gauss para determinacdo das varidveis do sistema. Abordar-se-d4 a teoria do método e
demonstrar-se-4 o método através de exemplo resolvido. Vale ressaltar que o método dos
quadrados minimos € provavelmente a técnica de aproximacdo mais usada na andlise
numérica, assim como em problemas praticos. Isto se deve tanto a sua simplicidade quanto ao
fato de que, em geral, buscam-se aproximacgdes para dados que sdao medidas obtidas
experimentalmente com um certo grau de incerteza. Este método foi publicado, pela primeira
vez, por Adrien-Marie Legendre (1752-1833) em 1805; mas ele ja era usado por Carl
Friedrich Gauss (1777-1855), em seus cédlculos na Astronomia, desde 1795 (Cunha, 2003).

Palavras-Chave: Eliminacdo de Gauss, Sistemas Lineares e Superdeterminados, Minimos
Quadrados.

INTRODUCAO

O método dos quadrados minimos € provavelmente a técnica de aproximagao mais
usada na andlise numérica e em problemas praticos. Isto se deve tanto a sua simplicidade
quanto ao fato de que, em geral, buscamos aproximacdes para dados que sao medidas obtidas
experimentalmente com um certo grau de incerteza.

Este método foi publicado, pela primeira vez, por Adrien-Marie Legendre (1752—
1833) em 1805, mas ele ja era usado por Carl Friedrich Gauss (1777-1855), em seus cdlculos
na Astronomia, desde 1795 (Cunha, 2003).

OBJETIVOS
e Abordagem tedrica sobre o método dos minimos quadrados e determinacdo dos
coeficientes pela eliminagao de Gauss;
e  Exemplificacdo do método com o auxilio de exemplo resolvido.

DESENVOLVIMENTO
Segundo Sadosky (1965), dado um conjunto de m equacdes lineares a seguir:
“11 ‘|l b
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Trata-se de encontrar quais s@o os valores mais aceitdveis para as incognitas x;,
X2,...,Xp, quando o ndmero de incégnitas(n) € menor que o nimero de equagdes(m) sistemas
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superdeterminados (m>n). Mas existem diferentes critérios para eleger os valores mais
aceitaveis.

No método dos quadrados minimos, adota-se o critério de Legendre (1806), que diz
que se chamarmos ¢&; como erro, entao:

£.=a..x +b..x +c..x +..+l. .x -k, (02)
i iy iy i i i

O conjunto dos valores (x;, x»,...,X,) mais aceitaveis para adotar como solucdo é o que
tem minima a soma dos quadrados dos erros:

2 2 2 03
€ teEy, tote (03)

De acordo com o critério de Legendre, deve ser minima a soma:

Com {R} sendo o residuo.

[4] 43 <12}
[aJ 4} - 0o} = s}

Minimizando o residuo através da NORMA EUCLIDIANA, vem:

(04)

H{R}HE que teremos de minimizar,

H{R}HZ {&}' {x} (05)

Considerando (5) em (4) e desenvolvendo teremos:

{0 AT A )

" o 4

2 T T T T T T
HRH = [A [Al =} [A] {6} =B} [Alix}+{0} {b)

Que resulta em:

2 T T T T
I {R) I, =(x) [A] [Alx)-2(b) [Alx}+(b) (5} (06)

Minimizando o residuo:

o{r} {r}
w =0 07

Sabemos que {x}T {x} =X g
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Aplicando a (07) em (06), teremos:

o] [l a] o} co-0 @9

A solu¢do de minimos quadrados sera:

[ [ -LT 4} oo

EXEMPLO RESOLVIDO 1
Encontrar a solugdo do sistema abaixo:

y=a.x+b (10)

Para atender a tabela 1 a seguir.

Tabela 1 — Levantamento de pontos
X

y
0 1
1 3
2 5

Neste caso de trés pontos, tem se que:

[]-

01

—
—

21

1 ER

{}-|s

Jogando a matriz A , os vetores x e b de (11) em (09) teremos:

T T
01 01 01 1
1 fr oY=l 1| {30 (12)
Adiante, o sistema normal €, neste caso:

{5a+3b =13 (13)
3a+3b =9
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Aplicando a eliminacdo de Gauss, eliminando a da 2* equacao:

12 = lz—iAl1 (14)
5

Ficando o sistema desse jeito quando (14) em (13):

Sa+ 3b=13

Oa+1,2b= 1,2 (s)

Resolvendo o sistema triangular superior pela substitui¢do inversa, obtém-se os
valores do ponto mais aproximadamente comum as retas.
Teremos: b =1 e a =2, resultando na reta

y=2x+1

para a soluc¢d@o dos valores obtidos na tabela 1.
EXEMPLO RESOLVIDO 2

Precisa-se de uma equacao descrevendo o calor especifico da dgua (cp), na faixa de O a
100 0C (273,15 a 373,15 K). Os dados estao disponiveis na tabela 1.
Perry (Chemical Engineers’ Handbook) sugere duas formas para a equagdo, onde T € a
temperatura (K):

Cp =b0+b1T+b2T2 (16)

Cp =b0+b1T+b2T2 (16)

e, dessas equacdes pode-se escrever uma terceira:

Cp =b0+b1T+b2T2+b2T_2 (18)

Tabela 1 — Dados obtidos através de Ensaios

Temperatura (K) Calor Especifico
(cal.g'lK'l)
273,15 1,00803
283,15 1,00194
293,15 0,99947
303,15 0,99866
313,15 0,99869
323,15 0,99919
333,15 1,00007
343,15 1,00131
353,15 1,00294
363,15 1,00502
373,15 1,00763

Com base nos dados da tabela 1 e nas equagdes (16) a (18) escolha a melhor regressao,
resolvendo o sistema, com solucdo de minimos quadrados usando a Elimina¢do de Gauss.
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[Al{x} =1{b} (19)

A qualidade do ajuste pode ser determinada pelo parametro r, “coeficiente de
regressdo”’, dado pela equacao (20).

=@ (AL (b 000} (5}~ (5b.0 )P 11y (20)

O vetor {x}={bo bl b2} daeq.(16) é:

1.3481
x=14-0.0021873
3.423e-006

Coeficiente de Regressdo rl= 0.95146 da equacgao (16).
O vetor {x}={bo bl b2} daeq.(17) é:

0.63192
x=140.00077331
12199

Coeficiente de Regressdo r1= 0.97572 da equacgdo (17).
O vetor {x}={bo bl b2} daeq.(18) é:

—0.55483
0.0057206
32083
=5.7673e—006

Coeficiente de Regressdo r1= 0.99085 da equacgdo (18).
Obtemos um gréafico com os dados acima, mostrados na Fig. 1.

Dados Obtidos Através de Ensaios

1.008

1.007

K]

1.006

Agua [calig

1.005

1.004

da

S 1003
1.002

1.001

Calor Especf]

=

0.999

0.998
260

280 300 320 340 360 380
Temperature [K]

Fig. 1 — Dados comparativos

Dados obtidos experimentalmente na cor vermelha.
Dados segundo Eq. (16) na cor azul.

Dados segundo Eq. (17) na cor preto.

Dados segundo Eq. (18) na cor verde.
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CONCLUSOES

A utilizagdo do método dos minimos quadrados para resolucdo de sistemas
superdeterminados € muito eficaz na obten¢do da solu¢do e na minimizacao dos erros de
aproximacao dos valores obtidos e também muito mais pratico que outros métodos ja
estudados e utilizados.
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