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Abstract

This work presents a comparative study
between methodologies to modelling a
physical system, using your frequency
response. The methodologies consider as
adjustment criterion the minimization of
the error calculated from 2-norm. In the
final part of of the paper, an example is
presented using the discussed methods.
The results are compared and the
frequency response from some models are
plotted.

Keywords - Identification, transfer
function, frequency response, linear
systems.

Resumo

Este trabalho apresenta um estudo
comparativo entre metodologias de
identificacio para determinagdo da
funcdo de transferéncia de um sistema
fisico, utilizando as caracteristicas de
resposta em freqiiéncia do sistema. As
metodologias  abordadas  consideram
como critério de ajuste a minimizacdo do
erro calculado em norma quadrética. Na
parte final do artigo, apresenta-se um
exemplo, onde sdo aplicados os métodos
de identificacdo citados e realizadas as
devidas comparagdes entre o0s custos
obtidos. As respostas em freqiiéncia de
alguns dos modelos calculados sao
também apresentadas.

Palavras-chave - identificacdo, funcdo de
transferéncia, resposta em freqiiéncia,
sistemas lineares.

Introducao

A evolugdo do conhecimento cientifico ao
longo dos séculos vem se baseando em
leis matematicas que descrevem 0s
fendmenos  fisicos  observados na

natureza. Através de modelos
matematicos, pode-se  predizer o
comportamento de  um  sistema,

possibilitando simuld-lo sob diversas
condi¢des de operacdo. A partir desses
modelos, é possivel alterar o desempenho
do sistema em malha fechada ajustando
controladores. O modelo matemadtico de
um sistema pode ser calculado partindo-
se das leis fisicas que regem sua
dindmica. Entretanto, para sistemas muito
complexos, a modelagem convencional
do processo normalmente torna-se
invidvel, j4 que as relacdes entre as
diversas grandezas fisicas envolvidas ndo
sdo totalmente conhecidas e,
conseqilentemente, ndo se  pode
determinar um modelo com a precisdo
necessaria.

E nesse contexto que surge a
Identificacdo de Sistemas. Os modelos
matematicos sdo construidos
numericamente a partir das respostas
produzidas de entradas fornecidas. Esses
sinais sdo medidos simultaneamente a
uma taxa de amostragem compativel. Os
modelos matemadticos obtidos através
deste processo conseguem reproduzir
caracteristicas dindmicas e estdticas do
sistema original. A identificacdo surge
como uma ferramenta alternativa, e mais
pratica, para a obtencdo de um modelo
matemdtico numérico, adaptado a um
determinado ponto de operacdo do
sistema.

A identificacdo pode ser realizada
no dominio do tempo ou da freqiiéncia.



As duas formas apresentam resultados
bastante eficientes, porém [14] apresenta,
entre outras, as seguintes vantagens deste
ultimo grupo: maior facilidade na reducao
do ruido, redu¢do do volume de dados e a
desconsideracdo do estado inicial. No
dominio da freqiiéncia, os dados medidos
estdo relacionados com as caracteristicas
da resposta em freqiiéncia do sistema sob
teste.

Para os sistemas fisicos que ndo
admitem entradas oscilatdrias, é possivel
empregar a FFT  (Fast Fourier
Transform) sobre um par de sinais de
entrada e saida, obtendo um conjunto de
dados de resposta em freqii€ncia
(0;,Gfjw)); 1 =1,...m} do sistema sob
teste. A aplicagao da FFT com esse fim,
ja foi utilizada por diversos autores como
[13], [15], [3] e [1].

Diversas abordagens tém sido
apresentadas para o problema da
identificacdo no dominio da freqiiéncia.
Observa-se que muitos autores como
[11], [16], [14], [7], [12], [5] e [6]
procuraram abordagens, utilizando-se do
Método dos Minimos Quadrados.
Observa-se também em alguns trabalhos
como [10], [9], [4] e [1] o uso de
algoritmos com duas fases. Na primeira,
uma estimacao de alta ordem € realizada e
na segunda ocorre uma reducio de ordem
do modelo por realizacdo balanceada.
Outra  caracteristica  freqlientemente
observada € o uso de algoritmos iterativos
como em [16], [14] e [4]. Em todos esses
trabalhos, nota-se a preocupacio em obter
solugdes analiticas, o que normalmente s
€ possivel em problema convexos.

Neste artigo, todos os métodos
abordados procuram resolver o problema
de determinar uma fung¢do de
transferéncia racional de ordem n, G’ (s),

que aproxime um conjunto de dados de
resposta em freqiieéncia Gejo) fornecido

de um sistema dindmico linear em
observacdo. Em principio, considera-se
que os dados de resposta em freqii€ncia,
Gi(jo), estejam disponiveis somente em
um conjunto discreto de freqiiéncias
o=[wy, ®1, ..., ®y]. Quando as freqiiéncias
® puderem ser escolhidas, sugere-se a
ado¢do de um espacamento logaritmico
entre elas.

Os métodos abordados também
podem ser aplicados no célculo de
modelos linearizados sobre pontos de
operacdo de um sistema ndo-linear, bem
como no levantamento da matriz de
transferéncia de um sistema MIMO
linear, considerando cada par entrada-
saida isoladamente e o principio da
superposicao.

Este artigo tem como objetivo
apresentar um estudo comparativo com
alguns dos métodos disponiveis na
literatura sobre o problema abordado,
trazendo algumas contribui¢des, sem
contudo ter a pretensdo de extinguir o
assunto.

Método de Levy

Esse método foi proposto em [11]. As
partes real e imagindria dos dados de
resposta em freqiiéncia fornecidos,
Gi(jw), sdo tratadas separadamente.
Considera-se que esses dados possam ser

aproximados por um modelo G/ (s), que

corresponde a razdo de dois polindmios
de ordem n dependentes de uma varidvel
complexa s:

_aytast..ta,s”
1+bs+...+b,s"

G:(s)

ey

Deseja-se ajustar o modelo G (s)
de maneira que: Gi(jo)=G' (jo)
para o=[wo, O, ..., On].



Os vetores de coeficientes
a=la,+a, +..+a,l]eb=[b +..+b,]
sdo determinados por intermédio da
resolucdo do sistema de equagdes
lineares, conforme serd apresentado em
(12). Desenvolvendo a equacdo em (1) é
possivel reescrevé-la na forma:

a,+a,(jo)+..+a,(jw)"

G"(s)= 2
< 1+b(jo)+..+b,(jw)" @
. a+ jw N(jo)
G (5= AHIh _ TUD 3)
o+ jor D(jo)
sendo:
ad=a,-a,w +a,w" —..
3 5
=a,—a.0 +a.@ —...
B a,—a; 0 Tasw )

oc=1-b,0" +b,w" —..

3 5
T=b b, +b;,0 —..
O ajuste do modelo é realizado
por intermédio de uma fungdo de erro,
definida como:

@)= G, (@)-G. @)

N(j@)

0)=G,(@)-
fD=0 @ )

S

Desenvolvendo (5):
D(jo)e@) =D(ja)G (@) — N(j@) (6)

D(j@) (@) =A@)+ jB(@) (7

onde A e B sdo funcdes dependentes da
freqiiéncia ® e dos coeficientes
a,ta,+..+a,,..b,..b

O préximo passo consiste em
estabelecer uma fun¢do custo E, cuja
minimizacdo permitird determinar o0s
coeficientes do modelo. A fungdo custo E
€ definida como:

ne

E=|D(j@)e@)|, =|A@)+ jB@)|? (8)

E:iAz(afk)+Bz(afk) 9)
De acordo com (6) e (7):

A(j@) =Re[D(j@)G; (@) - N(j@)]
B(j@) =3m[D(j@)G; (@) - N(j@)]10)

onde Re[] e Sm[] representam,

respectivamente, a parte real e a parte
imagindria do argumento.

Dado que G, (@) =Y (®)+ jl(w),
sabendo que Y, =Y(w,) e I, =1(w,)
e utilizando (3), € possivel reescrever (10)
como:

E= Z[(O-kYk -ot 1, —-a )2 +
k=0

+(0-ka _YkaTk _a)kﬁk)z] (11)

Derivando parcialmente (11) com
relacdo aos coeficientes
a,,da,,....a,,b,,.,b e igualando-os a
zero, apdés muitos cdlculos algébricos
chega-se ao seguinte sistema de equagdes
lineares:

MN=P (12)
5.
fa, | | T,
a, S,
C T
{Ml Mz} a,| | : 13)
M, M,|[b| |0
b, | |U,
0
_bn_ U4




onde:
A 0 -4, 0
04 0 -2
M =4 0 -4, o - (14)
0 4 0 -2
_T1 S, -TI; =5, |
=S, 1, S, -T;
M,=T1T, S, -T, =S, ---| (15)

|
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N
N
05

[=)}

|
~

M,=|T, -S, -T, S, --| (16)

M. “| a7

e os elementos das matrizes M, N e P sdo
calculados através das seguintes
expressoes:

m b m A
ﬂ’h :z@-k S :zkak
k=0 k=0
" PR
Th:;wklk Uh:;@-k(yk +1)

3 Método de Levy modificado

A partir dos resultados observados com a
utilizacdo do Método de Levy [11],
constatou-se que em problemas com
ordem superior a 5, o cdlculo da solucao
tornava-se invidvel devido ao mal

condicionamento da matriz M em (12}.
Para melhorar este método foram
propostas as seguintes medidas:

e normalizacio da janela de
resposta em freqiiéncia, de modo
que a freqiiéncia maxima seja 2
rad/s;

e aplicacio de escalonamento e
pivoteamento parcial na resolucao
do sistema em (12}, em
substituicdo ao célculo da pseudo-
inversa;

e determinacdo da posicdo OGtima
dos zeros do modelo estimado,
segundo o critério em (18).

Propde-se que os polos calculados
pelo algoritmo de Levy, através dos
coeficientes b,,...,b,, sejam utilizados no
modelo final. Os zeros sdo recalculados

analiticamente, minimizando o seguinte
critério:

min J(&)= min
ae mn-#l ae mn-#l

G,(j@) - R, (jo

(18)
Com R,(s),k=0,..,n, uma fungdo da
forma:
k
s
R (s)= 19
+(5) bs"+b s"" +. . +bs+1 (1%
Os parametros a=la,,..,a,]

correspondem  aos  coeficientes do
polindmio do numerador do modelo e
serdo calculados para determinar as novas
posicdes dos zeros. O modelo final € dado
pela expansdo do seguinte Conjunto
Gerador:

@m:i%&@ (20)

3.1 Normalizacdo da resposta em
freqiiéncia




A medida em que os valores das
freqiiéncias utilizadas aumentam, os
elementos da matriz M em (12) crescem
tornando-a mal condicionada. Para
melhorar o condicionamento dessa
matriz, propde-se a normalizac¢do da faixa
de freqiiéncia @ empregada. Para isso, o
vetor de freqiiéncias € escalonado através
de um fator §=0,5@,__ . O novo vetor de

freqiiéncias € determinado por:

onde w . ¢é a maior freqiiéncia contida

em @. Ap6s determinar o modelo G (s),

a desnormalizacdo da faixa de freqiiéncia
¢ realizada pela substituicao da varidvel s
porods.

3.2 Calculo da posicao o6tima dos
zeros

Considerando que 0 polindmio
caracteristico de R, (s) esteja
previamente determinado, pode-se

calcular o conjunto de zeros do modelo
G)(a,s), que proporciona o melhor

ajuste segundo o critério em (20).
Nesse critério, o vetor de
parametros a ser calculado a define os

coeficientes do polindmio, cujas raizes da
equagdo correspondente sao denominadas
de zeros O6timos do problema. Nesse
método, determinam-se os pdlos através
do método de Levy, e calcula-se para esse
conjunto de pdlos os seus zeros 6timos
correspondentes.

Esse equacionamento encontra-se
demonstrado em [1]. A solucdo analitica é
obtida igualando-se o vetor gradiente da
funcdo custo em (18) ao vetor nulo. Apds
alguns cdlculos algébricos, chega-se a um

sistema de equacOes lineares da forma
M N=P com:

E3 * E3

R,R, R,R - RR,
M:i% RI.R; RI.RI* - RR,
pry : : :
RR, RR - RR,
21
R,G,
=3 BG 22)
i=0
R,G,

onde N=a'; R, =R, (jo.), para
k=0,..,n e i=0,.,m; o simbolo *
representa a matriz complexa conjugada
de mesmas dimensdes do argumento. A
implementacdo computacional de (21) e

(22) pode ser facilitada por:

M=9ie{RsnTRsn*}

_ 23
sze{RsnTG‘;} 9

onde Rsn é uma matriz de dimensio
(m+1)x(n+1), com a forma:

R,(j@o,) R, (ja,) R,(jay)
R,(jo) R, (jo,) R,(j®o)
Rsn = i . .
R,(j®,) R (j®,) R,(jo,)
(24)
4 Método de imposicao de poélos e

ajuste 6timo dos zeros

Esse método foi desenvolvido em [1]. Os
modelos estimados sdo gerados por uma
expansao do Conjunto Gerador em (20).
Essa metodologia €, basicamente,
um algoritmo computacional. A idéia



principal que norteia esse algoritmo estd
relacionada com a possibilidade de se
determinar, analiticamente, segundo o
critério em (18), a posicao 6tima dos
zeros de um modelo, de acordo com a
metodologia apresentada no subitem 3.2,
considerando que as posicdes dos pdlos ja
estejam definidas. Escolhida a ordem do
modelo, o algoritmo varia iterativamente
as posi¢des dos pdlos no semiplano s da
esquerda e, para cada um desses
conjuntos, determina as posi¢cdes Gtimas
dos zeros correspondentes. O modelo que
apresenta o menor custo de ajuste entre 0s
testados, € mantido armazenado. Esse
custo € comparado com os dos demais
modelos que serdo calculados nas
iteracdes  seguintes, variando-se  as
posic¢des dos polos.

Para facilitar a varredura no
semiplano s da esquerda, procura-se
utilizar  algumas das  informagdes
disponibilizadas pelos pontos de resposta
em freqiiéncia fornecidos. Caso o
diagrama de resposta em freqiiéncia
apresente picos de ressonancia, as
freqiiéncias correspondentes sdo
armazenadas em um vetor e sdo utilizadas
como a parte imagindria de um par de
po6los complexos conjugados. A parte real
desses poOlos € variada dentro de um
intervalo, adotando-se um determinado
passo. Quanto menor o passo, maior o
numero de iteracdes do algoritmo.

ApOs tentar acrescentar no modelo
um numero previamente definido de
p6los complexos conjugados, tenta-se
também a inclusdo de pdlos reais. Ainda
que haja um ndmero de iteragcdes
relativamente grande, os tempos de

processamento computacional nos
exemplos  testados, utilizando  os
microcomputadores atualmente

disponiveis, t€ém sido baixos, da ordem de
poucos segundos. Caso seja de interesse
do usudrio ajustar um pouco mais o
modelo obtido, é possivel empregar esse

modelo como ponto inicial na
metodologia comentada no item 7 sobre
Conjuntos Geradores Otimizados,
logicamente as custas de um maior tempo
de processamento computacional.

5 Método baseado em equacgodes
diferenca na freqiiéncia

Esse método foi apresentado em [6]. Os
coeficientes do modelo sdo ajustados com
o auxilio da técnica dos minimos
quadrados. Considera-se a seguinte
funcdo custo:

J(@b) =G, (j@ -Gl (ab, jo), ©5)

onde G, (a,b,s)é daformaem (1).
Adotando a seguinte notacdo
G,, =G;(jw) e fazendo s= jw, em

(D):
iji [1+sz(jwi)p] = Z“q(j“’i)q
p=1 q=0

Zaq(ja)i)q _GM pr(j@)p] - Gf“’x
q=0 p=1
(20)

Como i€ {0,1,...,m}, obtém-se o
seguinte sistema de equacdes lineares:

MN=P (27)
o]
: ijo
N N a, Gy
(M, M,] = (28)
—b, :
: jw/H
__ bn -

sendo:



(o))" (o) - (ja,)"
Mlz (]a)1)0 (.]a)l)l (le)n
(jo,)’ (o) - (ja,)"

(29)
Gy (j@,)"° G0, (j,)"
M, = ij'(;ja)())o wal(:jwl)n
G, (j@,)" G, (jo,)"

(30)

No sistema em (27), as

matrizesM e P possuem elementos
complexos. A fim de evitar problemas
numéricos, sugere-se que as equacdes
formadas por cada linha dessas matrizes
sejam separadas em parte real e parte
imaginaria, dobrando o numero de
equagdes, mas garantindo que as
varidveis calculadas sejam reais.

Em [6], sugere-se a pseudo-
inversa como solucao do sistema em (27),
isto é:

"MK =MD
"MY'MTP=M"P (31)

E) §>

N=(

6 Método aperfeicoado baseado
em equacdes diferenca na freqiiéncia

Da mesma maneira que no item 3, sugere-
se como aperfeicoamento do método no
item 5, a utilizacdo do escalonamento e
pivoteamento parcial na resolu¢do do
sistema em (27), em substituicdo ao
célculo da pseudo-inversa. Além disso,
propde-se o reposicionamento dos zeros
de acordo com a metodologia proposta no
subitem 3.2.

7 Identificacao utilizando
Conjuntos  Geradores Otimizados
(CGO)

Essa metodologia foi apresentada em [2].
Considera-se G, (6,s) uma funcdo de

transferéncia estimada de ordem »n da
forma:

G!(8,5)= Y 6v,(s) (32)

sendo:

v(s) ={v,(s),v,(s),...}um conjunto de
funcdes de transferéncia cuja expansio
permita gerar o espago solu¢do do
problema tratado e 8=[6,.,6,,....6,] um

n
vetor de parametros a ser ajustado.

Essa metodologia se divide em
duas partes. A primeira consiste em
estimar a funcdo de transferéncia por um
G, (6,s),
previamente a ordem n € o conjunto de
funcdes v(s). Na segunda parte da
metodologia, ajusta-se o vetor de
parametros € de maneira a minimizar o

modelo, escolhendo-se

seguinte critério:
J©)=|G,(j®-G @ jo) (33)

Em [2], foram abordados quatro
subproblemas de identificacdo  no
dominio da freqiiéncia, considerando os
sistemas em estudo do tipo lineares,
invariantes no tempo e de parametros
concentrados, supondo ainda a
inexisténcia de conhecimentos prévios de
suas dinamicas. O primeiro subproblema,
chamado N2BL, considerava a norma
dois no critério de custo em (33) e
empregava-se as funcdes de Laguerre em
v(s). Essas fungdes formam uma base

ortonormal do espaco H, e possuem a
seguinte forma:



\/2_c(s —co)F!

L =
() (s+c)*

(34)

para k=12,.. onde ¢>0 ¢é um

parametro pré-determinado. Como a
expansdo da base de Laguerre contempla
apenas as funcgdes de transferéncia
estritamente proprias, adicionou-se ao
conjunto a componente L, =1,

permitindo também a determinacdo de
fungdes de transferéncia biproprias. Esse
novo conjunto foi denominado Conjunto
de Laguerre Estendido. A funcdo de
transferéncia estimada passa a ser obtida
pela seguinte expansao:

Grop () =D 6,L.(s)
k=0

onde n € a ordem do modelo estimado e
0= [00,01,...,6’n] o vetor de parametros a
ser ajustado. Neste procedimento, o0s
polos da func¢do de transferéncia estimada
sempre se localizardo em s=-c,
variando-se apenas os zeros. Demonstra-
se em [2], que o problema assim definido
¢ convexo em relacdo ao vetor de
parametros 6.

Desenvolvendo algebricamente, chega-se
a um sistema de equacgdes lineares da
forma:

M.6,6, ..61 =P (35)
com
LyL, L,L L,L,
- LL LL LL
:2me l. 0 1‘ 1 l. n (36)
i=0 :
Ly LL - LI

LG,
. & LG,
=> FRe| . (37)
i=0 :
LG,
No segundo subproblema,

denominado N2CGO, utilizou-se o
mesmo critério em (33) com a norma 2,
porém a expansdo € realizada com o
seguinte Conjunto Gerador:

1

s+d

v,(s)= (38)

i

para i =12,.. onde d, >0 sdo os pdlos

a serem determinados. O modelo
estimado € obtido também por (32).

Nesse subproblema, as posi¢cdes
dos podlos e dos zeros sdo ajustadas de
maneira a minimizar o critério em (33),
resultando o nome de Conjunto Gerador
Otimizado. Considera-se que a expansio
em (32) ja esteja reduzida na forma em
(1), a fim de possibilitar o ajuste de pdlos
multiplos em uma mesma posicdo do
plano s. No subproblema N2CGO, a
determinacdo dos pdlos recai num
problema ndo convexo. Embora a
dificuldade na solug¢do desse problema
seja maior que no N2BL, a vantagem se
refere a possibilidade de obter solucdes
melhor ajustadas para uma mesma ordem.
Para resolver o subproblema N2CGO,
utiliza-se o método numérico de
programagdo nao-linear conhecido por
BFGS e o algoritmo de busca
unidimensional de Wolfe, conforme [8].

Em [2], foram ainda propostos
dois outros subproblemas, denominados
NIBL e NICGO, que também utilizavam
expansoes pelas funcdes de Laguerre e
pelo CGO, mas adotavam a norma
infinito ao invés de norma 2.



Exemplo de Aplicacao

Neste exemplo € utilizada um FT
biprépria de 7* ordem, cujos coeficientes
encontram-se na Tabela 1. Um vetor de
resposta em freqiiéncia com 200 pontos
logaritmicamente espagados, na faixa de

102 rad/s até 10°rad/s, é gerado a

partir dessa FT e usado nas aplicacdes das
metodologias apresentadas.

Tabela 1 — Coeficientes da FT utilizada.

Grau em s Numerador | Denominador
S’ 0,1000000000 | 1,0000000000
s° 4,7530000000 | 16,820000000
S’ 90,012750000 | 252,66910000
st 863,24538250 | 2476,8727880
S’ 4417,8636262 | 13659,199979
S’ 11761,821617 | 59044,409874
S! 14942,803801 | 131354,01794
s? 6958,3200225 | 87580,350142

A Tabela 2 mostra os custos de
ajuste dos modelos calculados de ordens
5,7 e 9, segundo o critério em (25) para
as metodologias mencionadas. Conforme
pode ser observado, os melhores
resultados foram alcancados pelas
metodologias 5, 6 e 7-CGO. O Método de
Levy, embora bastante referenciado,
apresenta um erro bem maior que os dos
demais métodos. Os métodos 4 e 7 ndo
conseguiram gerar modelos para n=9.

A Figura 1 mostra os pontos
fornecidos da respostas em freqiiéncia
G,(jo) da FT utilizada, bem como as

respostas em freqiiéncia dos modelos
calculados de ordem 5 para o método 7-
CGO e ordem 7 para o método 3.

Tabela 2 — Custos de ajuste dos modelos

7 3 0

4 0,02744 | 0,01494 -
8 7

5 0,00226 | 0,00113 | 0,00247
9 9 8

6 0,00204 | 0,00108 | 0,00219

1 6 1

7-BL 1,75381 | 1,55786 | 1,41583

3 1 8
7-CGO 0,00030 | 0,00030 -
8 8

Metodologi Ordem (n)
a 5 7 9
2 2,48940 | 2,17231 | 2,36266
9 2 1
3 2,28122 | 2,00784 | 2,17574

Conclusoes

Neste trabalho foram apresentadas
diversas metodologias para obtencdo de
modelos a partir de um conjunto
fornecido de pontos de resposta em
freqliéncia. Para exemplos de baixa
ordem (at€é n=35), todos os métodos
apresentaram bons resultados. A medida
que os dados de resposta em freqii€éncia
sdo gerados a partir de modelos com
ordens mais elevadas, verifica-se uma
degradacdo no custo de ajuste,
principalmente no Método de Levy.
Nesses casos, os métodos apresentam
uma maior gama de valores de ajuste.
Com relacdio ao tempo de
processamento, os métodos 2, 3, 5, 6 e 7-
BL sdo extremamente rdapidos, pois suas
solugdes sdao calculadas analiticamente.
Os métodos 4 ¢ 7-CGO sao numéricos,
porém o método 4 produz solugdes em
tempos compardveis aos  métodos
analiticos acima. Embora o método 7-
CGO tenha produzido os melhores
resultados, de acordo com a Tabela 2, seu
tempo de processamento computacional é
bem mais elevado que os dos demais. Em
todos os métodos, a ordem do modelo
pode ser previamente arbitrada. Contudo,
apenas nos métodos 4 e 7-CGO
consegue-se  utilizar as  solugdes
calculadas com ordens inferiores para
obtencdo de solugdes com ordens mais
elevadas, garantindo que o custo de ajuste




seja menor ou igual ao alcancado
anteriormente.

] a 2 i -]
10 1o 1 10
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Figura 1 — Resposta em freqiiéncia de
Gle»» G, € dos pontos fornecidos

Levy
G,(jo).
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