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Resumo: Tendo em vista outros estudos terem demonstrado a robustez da volatilidade implicita como
estimador da volatilidade futura de determinada opcéo até o vencimento. O presente estudo procurou
comparar 0 desempenho do modelo Black-Scholes, amplamente estudado no Brasil e mundo afora, com
o modelo da Arvore Trinomia Implicita, pouco explorado pelas pesquisas nacionais. Nesse diapasio,
buscou-se analisar as vantagens e desvantagens do modelo e sua aplicacdo ao mercado aciondrio
brasileiro. Os resultados sugerem que para se obter precos tedricos proximos aos valores de mercado, é
necessario um calculo preciso do skew.
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1. INTRODUCAO

O modelo de Black&Scholes (1973) e o de arvore binomial proposto por Cox, Ross e
Rubinstein (1979) sdo os mais utilizados pelo mercado, por sua simplicidade e facil utilizacéo,
ndo obstante ser reconhecido que estes modelos tém limitagoes.

Os agentes que negociam opcBes baseados em uma andlise de volatilidade constante
enfrentam o risco adicional de ter que gerenciar sua exposi¢cdo baseados em um modelo que
ndo reflete as condicdes encontradas no mercado, dado que ambos assumem que a
volatilidade é constante, independente do prazo de vencimento e do preco de exercicio do
ativo-objeto.

O sorriso da volatilidade e sua estrutura a termo séo as limitagdes mais reconhecidas
como determinantes para a ndo convergéncia entre o preco tedrico e o de mercado. De acordo
com Derman, Kani e Chriss (1996), em mercados onde hd um significativo ou persistente
sorriso da volatilidade, modelos de arvore trinomial implicita podem assegurar maior
consisténcia na estimacao do preco tedrico das opgdes.

A érvore trinomial implicita (ATI) fornece maior liberdade de escolha dos precos
subjacentes dos nés da arvore nos espagos de estado e deixa somente a probabilidade de
transicdo ser restrita pelos precos de mercado. Esta liberdade dos espacos de estado fornece
uma flexibilidade que pode ser vantajosa para ajustar a arvore ao sorriso da volatilidade. Nao
obstante a relevancia do tema, a literatura sobre este assunto é escassa no Brasil e ndo foram
encontrados artigos acerca deste tema aplicado ao mercado de opgdes brasileiro.

O artigo, sem contar essa introducao, estd organizado da seguinte forma. No primeiro
capitulo é feita uma revisdo da literatura. No segundo € apresenta a metodologia, descrevendo
a coleta de dados e seu tratamento. Em seguida, sdo apresentados os resultados e por ultimo
séo expostas as conclusdes alcancadas.

2. REFERENCIAL TEORICO

De acordo com Black e Scholes (1973) o prémio de uma opg¢do de compra ou venda
europeia é funcdo do preco do ativo objeto, do preco de exercicio, do tempo até o exercicio,
da taxa de juros livre de risco e da volatilidade do ativo-objeto até o exercicio, como exposto
na formula:

©L = pdt + odWt 1)

Onde St é o preco do ativo no tempo t, u o retorno médio esperado, o a volatilidade, e
0 Wt representa o processo de Wiener com distribui¢do normal padronizada.

O modelo Black-Scholes (B-S) assume, entre outras premissas, que 0 ativo tem uma
distribuicdo lognormal com volatilidade constante até o vencimento, e ndo ha custo de
transacgéo e possibilidade para arbitragem.

O método de B-S é a ferramenta mais utilizada pelos operadores para auxiliar na
decisdo de compra ou venda de uma opc¢ao, entre outras razdes, por ser um modelo simples e
bem testado pelo mercado, por possuir um menor nimero de pardmetros para estimacdo em
relacdo a modelos mais complexos que acabam apresentando defasagem de atualizacéo e por
nenhum outro modelo de aprecamento de opcOes ter conseguido explicar por completo as
anomalias apresentadas pela volatilidade.

Dentre os demais modelos propostos, 0 modelo de arvore binomial proposto por Cox,
Ross e Rubinstein (CRR) (1979) também é amplamente empregado no calculo do valor das
opcOes, principalmente as americanas, onde 0 processo estocastico para o preco da acéo
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objeto em tempo e estado continuo, proposto por Black e Scholes, foi aproximado por um
processo de tempo e estado discreto.

O modelo de arvore binomial de CRR consiste em um conjunto de nds, representando
precos futuros da acdo, com um espaco logaritmico constante entre esses nos. Este espaco é a
medida de volatilidade de preco futuro da acdo, assumindo que a volatilidade é constante.

O modelo assume que movimentos de precos da acdo sejam compostos por um grande
ndmero de pequenos movimentos binomiais. Em um mundo de risco-neutro, as
probabilidades de transicdo entre os nos dependem da taxa de juros livre de risco e da
volatilidade. A ideia central é dividir a vida da op¢do em pequenos intervalos de tempo
discreto, At. A cada intervalo de tempo, o preco da agdo sai de seu valor inicial S, tendo
probabilidade p de aumentar de valor, Su, e probabilidade 1 — p de diminuir de valor, Sd.

O valor no vencimento de uma opg¢édo de compra sera dado por max (ST — X, 0), onde
ST é o preco do ativo objeto em T e X 0 preco de exercicio. Com base na suposicdo de tratar-
se de um mundo neutro ao risco, o valor de cada n6 pode ser calculado como o valor esperado
no instante T descontado a taxa livre de risco r para um periodo de tempo At considerando a
probabilidade correspondente. O processo € repetido até que se chegue ao instante zero e
obtenha-se 0 preco da opcao.

N&o obstante, devem-se considerar as limitagcbes dos modelos. Os agentes que
negociam opgdes baseados em um modelo de volatilidade constante acabam por enfrentar um
risco adicional, dado que suas premissas ndo se sustentam na pratica. Com o intuito de
contornar esses desvios, operadores utilizam matrizes de volatilidade que mostram a relacéo
da volatilidade implicita com o preco de exercicio e prazo de vencimento das opg¢des (HULL,
2006).

No que diz respeito aos desvios, 0 sorriso e a estrutura a termo da volatilidade sdo os
mais reconhecidos como determinantes para a dispersdo entre o preco tedrico e o de mercado
da opc¢do. O comportamento da volatilidade implicita ao longo do tempo até o exercicio é
conhecido como estrutura a termo da volatilidade e 0 comportamento através do prego de
exercicio é chamado de sorriso de volatilidade (DUPIRE, 1994; RUBINSTEIN, 1994).

2.1. VOLATILIDADE IMPLICITA

Rubinstein (1994) demonstra que a volatilidade implicita apresenta diferentes valores
para diferentes pregos de exercicio ao longo do tempo. A denominacdo sorriso de volatilidade
deve-se ao formato da curva de volatilidade implicita em funcdo do preco de exercicio, que
varia de acordo com o ativo-objeto da opgéo.

Hull (2006) afirma que a volatilidade diminui quando o preco de exercicio aumenta
nas opcOes de acBes, como se observa na figura 1. Uma das possiveis raz8es de ocorréncia do
sorriso da volatilidade seria o grau de alavancagem da empresa, que poderia torna-la mais
arriscada de acordo com sua estrutura de capital e em ocasibes de alta volatilidade no
mercado.
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Figura 1 - Sorriso da volatilidade em opg¢des de a¢des
Fonte: Hull (2006)

Ao se comparar uma distribuicdo lognormal com uma distribui¢do implicita de mesma
média e desvio padrdo, observa-se que a implicita tem uma cauda mais pesada para esquerda
e menos robusta a direita em relacdo a distribuicdo lognormal, como demonstrado na figura 2
(HULL, 2006).

Figura 2 — Distribuicao lognormal e distribui¢do implicita para opgdes
Fonte: Hull (2006)

Sendo assim, uma opc¢do de compra muito fora do dinheiro com preco de exercicio K2
tem um preco menor quando a distribuicdo implicita é utilizada ao invés da distribuicédo
lognormal. Isto ocorre porque a op¢do sO sera exercida se o preco do ativo-objeto for maior
gue K2. A probabilidade de isso ocorrer € menor na distribuicdo implicita do que na
lognormal, como foi observado na figura anterior. Logo, a distribuicdo implicita fornece um
preco mais baixo para a op¢do do que se fosse calculado pela lognormal e este preco mais
baixo conduz a uma volatilidade implicita menor. O oposto ocorreria para uma opcao de
venda muito fora do dinheiro.

Hull (2006) argumenta que a volatilidade utilizada para precificar uma opgéo no
dinheiro depende do prazo de vencimento da opcdo. A curva da volatilidade tende a ser
crescente em relacdo ao vencimento quando a volatilidade de curto prazo é historicamente
baixa, uma vez que ha entdo expectativas que a volatilidade aumente. De maneira similar, a
curva da volatilidade tende a ser negativa em relacdo ao vencimento quando a volatilidade de
curto prazo é historicamente alta, visto que ha expectativas que a volatilidade diminua.

Christensen e Prabhala (1998) e Jorion (1995) demonstram que mesmo em cenarios
mais dinamicos, o estimador que utiliza a volatilidade implicita é mais eficiente para prever a
volatilidade até o vencimento de uma determinada opc¢éo. A principal premissa por tras desses
estudos € a de que se o mercado é eficiente, entdo a volatilidade implicita deve ser um melhor
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previsor da volatilidade futura e deve agrupar as informagdes contidas em todas as outras
variaveis e informacgdes no mercado que explicam a volatilidade futura.

Diversas metodologias foram apresentadas para estimar a previsdo da volatilidade
implicita. Uma vantagem dos modelos de volatilidade implicita é que permitem construir a
superficie de volatilidade. Os resultados de Beckers (1981) e Gemmill (1986) demonstram
que o estimador da volatilidade implicita deve ser a volatilidade da op¢do com maior vega, ou
seja, a opgao mais no dinheiro.

Modelos mais complexos assumem que a volatilidade local ndo é constante, mas sim
que varia de acordo com o preco do ativo subjacente e o vencimento da opgéo o(S,T).

Uma generalizagdo do modelo de Black e Scholes pode ser obtida ao substituir a
equacéo (1) pela seguinte:
= = pdt + o(S,T)dWt )
Segundo Yoshino (2001), na pratica, os operadores de mercado fazem um truque ao
usar a férmula de Black e Scholes. Eles sabem que a volatilidade ndo é constante, podendo
mudar com o vencimento e o preco de exercicio. Os operadores, entdo, avaliam as opg¢des
dentro do dinheiro e fora do dinheiro em comparacao a no dinheiro e, dessa forma, constroem
a superficie de volatilidade, que é representada por uma funcao que relaciona a volatilidade
implicita as seguintes variaveis: a) moneyness (preco de exercicio da opc¢do dividido pelo
preco a vista do ativo); e b) tempo restante até o vencimento t.

2.2. ARVORE BINOMIAL IMPLICITA

Derman e Kani (1994) mostram que é possivel determinar o(S,T) diretamente dos
precos observados das opg¢des no mercado a partir do sorriso da volatilidade. Essa modelagem
permite que em momentos de crise, quando ha diminuicdo nos precos das acGes e aumento da
volatilidade, seja possivel reduzir a disparidade entre o preco tedrico e o de mercado das
opcdes, dado que a volatilidade implicita representa o risco esperado pelo mercado.

A abordagem desenvolvida por Derman e Kani (1994) introduz em cada n6 da arvore
binomial um preco observado da op¢do de modo que possa determinar o caminho para o
préximo periodo. Esse caminho € caracterizado pela probabilidade de transicdo, isto €, a
volatilidade local entre nds consecutivos. Os autores usam essa volatilidade o (S, t) para
construir uma &rvore binomial implicita (ABI) para opg¢Bes europeias, que é uma
representacdo natural de uma probabilidade de distribuicdo discreta ndo lognormal dos precos
subjacentes.

Em geral, pode-se utilizar, em vez de uma ABI, qualquer arvore multinomial, de
ordem superior, para a discretizagdo do processo. No entanto, como um lapso de tempo a cada
passo tende a zero, estas convergem para 0 mesmo processo continuo (HULL e WHITE,
1990). Deste modo, a ABI esta entre as arvores multinomias implicitas, no sentido de que tem
apenas um grau de liberdade - a escolha arbitraria do né central em cada nivel da arvore.

Embora se acredite que a arvore binomial seja suficiente, arvores de ordem superior
poderiam ser mais Uteis, pois permitem uma discretizacdo mais flexivel no sentido de que as
probabilidades de transicdo e de distribuicGes podem variar tdo bem quanto possivel. Isto é
especialmente importante quando o0s precos das opcdes de mercado sé&o imprecisos devido a
atritos de mercado ineficientes.
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Yoshino (2001) utilizou 0 modelo da arvore binomial implicita como um dos métodos
para estimar a funcdo densidade de probabilidade na medida risco-neutro do indice da Bolsa
de Valores de Sdo Paulo (IBOVESPA), com intuito de verificar como o processo de difusdo
difere na pratica da volatilidade constante que é assumida no modelo B-S. Sua principal
conclusdo é que os modelos que consideram a volatilidade implicita melhoram as medidas de
risco do mercado acionario juntamente com a estimativa da volatilidade histérica.

Derman e Kani (1994) buscaram estimar a curva de sorriso da volatilidade para o
mercado americano antes da crise asiatica, mas ndo obtiveram éxito em seu estudo. Derman,
Kani e Chriss (1996) reconhecem o problema apontado e propdem a utilizacdo da arvore
trinomial recombinante como uma possivel solucéo.

2.3. ARVORE TRINOMIAL IMPLICITA

De acordo com Derman, Kani e Chriss (1996), em mercados de opcGes onde ha um
significativo ou persistente sorriso da volatilidade, modelos de arvore trinomial implicita
podem assegurar maior consisténcia na estimacdo do preco tedrico das opgdes em relacdo ao
do mercado.

Uma arvore trinomial com N niveis é um conjunto de nos Sy, i, onde n € o nimero de
nivel e i os nés fixados dentro de um nivel. Em determinado no, S, i, podera mudar para um
dos trés nods: (i) para o nd superior com valor S, +1 i com probabilidade p;, (ii) para 0 nd
inferior com valor S.1i+2 com probabilidade q;, e (iii) para 0 né no meio com valor Sp.1, i+1
com probabilidade 1 - p; - gi, como ilustrado na figura 3.

.S,

S1es . - Ss
52w - S3
7S5
P;
5 . Sa
‘ul.-'l'pl'(ll )
S
L11~. } . _» Son2

2n-1

- - - Sop
Figura 3 - N6s em uma arvore trinomial
Fonte: Cizek e Komorad, 2005
A partir de um né S,; no tempo t,, ha cinco pardmetros desconhecidos: duas
probabilidades de transicéo (pi e Qi € trés precos (S;, Si+1 € Si+p). Para determina-los, precisa-se
introduzir a notacdo e 0s principais requisitos que a arvore deve satisfazer. Os precos de S séo

derivados da binomial por Cizek e Komorad (2005) para construir uma arvore trinomial
padréo:

Si = Sp+1 = Sn; €7V (3)
Si+1 = Sn+ti+1 = Snis (4)
Sit2 = Snt1i+2 = Sny e oV2AL %)

Os precos subjacentes sdo ajustados ao sorriso da volatilidade, adicionando a variavel
C, que é uma constante, para considerar a volatilidade local. Derman, Kani e Chriss (1996)
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argumentam que tendo em vista a existéncia de 2n equacgbes para 2n+1 parametros
desconhecidos, uma equacéo adicional é necessaria e supdem que o novo nd central é igual ao
original: Sy+1 = Sp+a:

ko _
5= exp {0 =) Sk 1} k=2 ..,2n+1, (6)

Enquanto F; denota o preco futuro conhecido do preco do ativo-objeto Sy, i, An, i éo
preco Arrow-Debreu conhecido no né (n, i). De acordo com Cizek e Komorad (2005), oS
precos de Arrow-Debreu para uma arvore trinomial podem ser obtidos através da formula:

A1 =1, (7

A= e A1y, 8

A1z = €4 A1 (1= p1 = 1) + Anzpz ), )
Ansrivr = €A {An,i—chi—l + A1 (1 —=p1—q1) + Aniv1Diss }, (10)
Ans1on = €78 {An,Zn—l(l — Don-1— Q2n-1) + Anan—2G2n—2 }, (11)
Antraner = € An2n_1@an-1- (12)

O preco Arrow-Debreu é utilizado na derivacdo do calculo da arvore trinomial. Seja
(n, i) 0 nd iy (mais alto) no nivel de tempo ny, de uma arvore. O preco Arrow-Debreu A,; do
nd (n, i) de uma arvore é calculado como a soma do produto das probabilidades de transi¢do
de risco-neutro descontadas passando por todos os caminhos desde a raiz da arvore até o né
(n, i). Assim, o preco de Arrow-Debreu da raiz da arvore é igual a um e 0s pregos Arrow-
Debreu do nivel final de uma arvore formam uma aproximacéo discreta da densidade do
preco de estado.

Deste modo, os precos estdo com desconto, e logo, a probabilidade de risco-neutro
correspondente a cada n6 (no nivel final) deve ser calculado como o produto do preco de
Arrow-Debreu e do fator de capitalizacéo .

A érvore trinomial implicita se baseia na volatilidade constante da arvore trinomial
padrdo para construir sua volatilidade implicita. Ela assume que a volatilidade, a principio
constante, varia em pontos percentuais de acordo com 0 aumento ou queda do preco do
exercicio em funcdo de mudanca do preco do ativo subjacente da opcdo, ou seja, 0 modelo
ajusta ao sorriso da volatilidade. O célculo das volatilidades locais implicitas, segundo Cizek
e Komorad (2005), é aproximado a equacao:

O_iZ pi (Si— F)?+ (1-p;— QL;Z(SAL-tl-l F)?+ q; (Sizo— Fi)* (13)

Quando a volatilidade implicita varia apenas lentamente com exercicio e vencimento,
0 espaco de estado regular com uma malha uniforme, é adequado para a construcdo de um
modelo de ATI. Por outro lado, se a volatilidade varia significativamente com o preco de
exercicio ou o prazo de vencimento, deve-se escolher um espaco de estado refletindo essas
propriedades. Supondo-se que a volatilidade € separavel no tempo e no preco das agdes, o (S,
t) = o (S) o (t), 0 espaco de estado de uma ATI com a inclinagcdo ajustada ao sorriso e a
estrutura a termo adequados pode ser construido em quatro etapas.

Primeiro, constréi-se uma rede regular trinomial com um espaco de tempo At
constante e um espacgo de pregos AS constante, como observado na figura 4(a). Além disso,
assume-se que todas as taxas de juros e dividendos sdo iguais a zero.
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A seguir, modifica o At em diferentes pontos de tempo e em seguida altera 0 AS em
diferentes niveis (ver DERMAN, KANI E CHRISS, 1996), assumindo o formado da figura
4(b). Finalmente, verifica a necessidade de ajuste dos pregos nos nos para ndo violar a
restricdo do preco futuro.

(@) Arvore trinomial padréo (b) Arvore trinomial implicita
Figura 4 - Espacos de estado
Fonte: Derman, Kani e Chriss, 1996

Uma vez que o espaco de estado de uma ATI é fixado, podem-se calcular as
probabilidades de transi¢do para todos os nés (n, i) em cada nivel da arvore n. Seja C (K,
t,+1) e P (K, t,+1) o preco atual de uma opgdo padrdo europeia de compra e venda,
respectivamente, exercida a K e vencimento tn.;. Estes valores podem ser obtidos pela
interpolacdo da superficie do sorriso em varios pontos do preco de exercicio e vencimento:

C (K tne) = e T dpi A+ (1= pjos — qjo1) Anjor + Qj—znj—2} (S; K)+, (14)

P (K, tyer) = e 2{271 A (1= Pjot 4jo1) Anjor Qjotnya) (K S))". (15)
j

Os valores dessas opc¢bes determinados pela arvore trinomial sdo as estimativas
descontadas das fungdes de ganho de valor ao exercer a opgdo: max (S; - K, 0) = (S; - K)" para
a opgdo de compra e max (K - S;, 0) para a opgéo de venda no n6 (n +1, j). A estimativa é
tomada em relacdo as probabilidades de alcancar cada no, isto €, em relacdo as probabilidades
de transicéo.

Para definir o preco de exercicio K para Sis1 é necessario rearranjar os termos da soma
da férmula de C e usar a equacdo de F; para calcular as probabilidades de transicdo p; e ¢; para
todos os nds acima do né central de uma opg¢do de compra europeia:

. e"™C (Sis1, tha1 )_2};})\n+1,j (Fj - Si+1) (16)
' An+1,i(Si — Sis1) '

Fi — pi(Si — Siz1)-Si
q; = i p;( 1 — IS+1) 1+1. (17)
i+2 i+1
Similarmente, o célculo para as probabilidades de transicdo p; e gi para todos 0s nos
abaixo do no central, valido inclusive para ele, de uma opcéo de venda europeia é:

e P(Sis1, tnet) — 27041 Anta (Sis1 — F)
ai = , (18)
7\n+1,i(sl 1+1)

p; = Fi — qi(Si+2 = Si+1)-Si+1 . (19)
Si — Sit1
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Segundo Cizek e Komorad (2005), uma arvore implicita fornece uma representagdo
discreta do processo de evolugdo dos pregos subjacentes. Para capturar e modelar o preco
subjacente corretamente é necessario que uma arvore implicita: reproduza corretamente o
sorriso da volatilidade, seja neutra ao risco e tenha probabilidades de transicdo dentro do
intervalo (0, 1).

Para cumprir a condicao de neutralidade ao risco, o valor esperado do pre¢o subjacente
Sn+1, i NO periodo de tempo seguinte tn.; tem que igualar seu preco futuro conhecido pela
formula:

Esps1i=0iSi+ (1— pi— q) Siv1 + qi Sixz = Fi = e™sp;, (20)

Onde r denota a taxa de juros continua e At é o passo do tempo t, até t, ..
Adicionalmente, pode-se especificar tal condi¢cdo também para 0s momentos seguintes de S
e Fi. Assim, obtém-se uma segunda restricdo sobre os precos nos nos e probabilidades de
transicéo.

pi (Si = F)? + (L —pi — q)(Siv1 — FD? + qi Sz — F)? = FlofAt+ 0 (A1),  (21)

Logo, ha duas restricbes para cinco parametros desconhecidos e, portanto, ndo ha
nenhuma arvore trinomial implicita Gnica. Por outro lado, todas as arvores que correspondem
a essas restricdes sdo equivalentes no sentido de que, como 0 espaco de tempo At tende a
zero, todas essas arvores convergem para 0 mesmo processo continuo. Um método comum
para a construcdo de uma ATI é escolher primeiro livremente os precos subjacentes e, em
seguida, resolver as equacOes acima para encontrar as probabilidades de transicdo p; e Q.
Contudo, deve-se garantir que essas probabilidades ndo violem a condicdo de ter
probabilidade entre 0 e 1.

A principio, a utilizacdo de uma ATI em vez de uma ABI fornece graus de liberdade
adicionais. Isso permite a possibilidade de melhorar o ajuste do sorriso da volatilidade,
especialmente quando os precos das opcdes praticadas no mercado estiverem inconsistentes
ou com arbitragem tornando impossivel construir uma arvore consistente. No entanto, mesmo
que a arvore construida seja consistente, outras dificuldades podem surgir quando sua
volatilidade local e probabilidade de transi¢do sdo irregulares ou implausiveis.

Cizek e Komorad (2005) utilizaram os pregos de exercicio das opgdes do indice de
acoes alemdo - DAX, com vencimento a partir de duas semanas e dois meses de 4 de janeiro
de 1999 para construir e calibrar a arvore trinomial implicita a fim de ajusta-la ao sorriso da
volatilidade. Para tanto calcularam primeiro a volatilidade implicita, ilustrado na figura 5,
extraida da equacdo de B-S com combinacGes variadas de preco e vencimento, obtendo assim
0 sorriso da volatilidade. Os autores construiram uma ATI com trés niveis de tempo com At=
duas semanas.
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Figura 5 - Volatilidade implicita de opgdes de venda da DAX em 29/01/1999
Fonte: Cizek e Komorad, 2005
Algumas probabilidades de transicdo ficaram foram do intervalo (0,1), como
destacado pelas linhas tracejadas na figura 6, porém foram corrigidas conforme orientacdes do
modelo. Em relag&o ao preco futuro, ndo houve violagdo a restri¢cdo. De fato confirmou-se que

as volatilidades implicitas variam de um né para outro e reflete o sorriso da volatilidade,
conforme pode ser observado pela ligeira inclinacéo dos espacos de estado na figura 7.
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Figura 6 - Espacos de estado de uma AT calculada para op¢fes da DAX em 04/01/1999
Fonte: Cizek e Komorad, 2005
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Figura 7 - Volatilidade implicita local estimada pela ATI para DAX em 4/01/1999
Fonte: Cizek e Komorad, 2005

O principal resultado deste modelo ATI pode ser resumido pela densidade dos pregos
da amostra. Esta densidade descreve a distribuicdo dos precos dada pela construgéo da ATl e
suavizada pelo estimador Nadaraya-Watson.

A densidade estimada é bastante aspera, pois sdo usadas apenas trés etapas na arvore
em questdo. Para obter uma estimativa suave da densidade do preco de estado, dobra-se o
namero de passos, ou seja, utilizam-se seis etapas de uma semana em vez de trés etapas de
duas semanas. A densidade de preco estimada pela ATI em relacdo a projetada pelo modelo
de B-S mostrou-se menos enviesada quando calculou a arvore considerando seis niveis em
vez de trés, como demonstrado na figura 8 e 9.

Protabiliey *E-4

4000 5000 6000 7000 5000
Undertying price
Figura 8 - Densidade do preco estimado com trés niveis
Nota: a linha tracejada representa a densidade calculada pelo B-S e a continua pela ATI

Fonte: Cizek e Komorad, 2005
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Figura 9 - Densidade do preco estimado com seis niveis
Nota: a linha tracejada representa a densidade calculada pelo B-S e a continua pela ATI
Fonte: Cizek e Komorad, 2005

3. METODOLOGIA

Com o intuito de analisar o comportamento da Arvore Trinomial Implicita, optou-se
por se utilizar os dados das duas empresas com capital aberto com maior liquidez no mercado
brasileiro, a Petrobras e a Vale. Delimitou que seriam analisadas as opcbes de compra
negociadas as segundas-feiras entre janeiro e dezembro de 2011 que estivessem mais perto do
vencimento, desde que o vencimento ndo fosse na segunda-feira em questdo. Caso ndo
houvesse pregdo na segunda-feira em virtude de algum feriado, seria utilizado o préximo dia
com pregao.

Definidos o conjunto de dias analisados, foi necessario definir quais opcdes de compra
seriam estudadas. Optou-se por se trabalhar com trés opc¢des de cada empresa em cada dia,
sendo uma no dinheiro, uma fora do dinheiro e uma dentro do dinheiro. A regra de deciséo da
escolha das opc@es fora e dentro do dinheiro foi a liquidez, avaliado pelo maior nimero de
negociacgoes.

Foram entdo coletados junto a BM&FBovespa os dados das opcbes definidas
anteriormente, assim como a curva de juros livre de risco (DI) e o histérico dos precos das
acOes da Petrobras e Vale.

De posse dos dados, foi necessario parametrizar as variaveis a serem empregadas na
Arvore Trinomial Implicita (ATI), assim como no modelo de Black-Scholes (BS) que
funcionou como base para se avaliar o desempenho do modelo em estudo.

Calculou-se o logaritmo neperiano da taxa livre de risco anual compativel com o
vencimento da opcdo para input em ambos os modelos. Em seguida, se calculou o desvio-
padréo a partir do logaritmo neperiano do retorno dos 21 dias de pregdo anteriores ao dia da
analise. Converteu-se esse desvio-padrdo diario em anual. Pode-se entdo calcular o preco
tedrico da opcdo dado pelo modelo BS, sendo estes precos comparados posteriormente aos
obtidos pela ATI.

Para que fosse possivel calcular o preco tedrico da opcdo pela ATI era necessario,
além dos dados ja obtidos, calcular o valor do skew. Calculou-se entdo a volatilidade implicita
com a planilha DG201_functions.xls do Derivagem, disponibilizada por Hull (2006).

Uma vez calculada a volatilidade implicita para as trés opc¢des, calculou-se, sobre a
curva gerada pelos trés pontos, o skew de cada uma delas. Para aquelas que se assemelhavam
a um smirk, o skew foi o coeficiente angular da regresséo linear das curvas.
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Entretanto, essa mesma metodologia ndo pode ser empregada para aquelas que se
assemelhavam a um "sorriso". Nesse caso, calculou-se o skew dos valores fora e no dinheiro e
no dinheiro e dentro do dinheiro, sendo utilizado o primeiro skew para as opg¢des fora e no
dinheiro e o segundo skew para a opgéo dentro do dinheiro. Pode-se entdo prosseguir para o
calculo do preco tedrico da opcao de compra através da ATI.

Realizou-se, entdo, uma andlise de sensibilidade entre os modelos (BS e ATI), com o
intuito de verificar o impacto de cada variavel no aprecamento da opcéo e com isso avaliar a
aderéncia dos modelos. Os valores bases dessa anélise foram:

e Opcéo de compra europeia;
e S=90;

e K=100;

e T=2anos;

e 1=0,10;

e 5=0,15;

e c=0,05.

Por altimo, realizou-se no SPSS o teste ndo paramétrico de Wilcoxon, de forma a
verificar estatisticamente se os precos tedricos das opcbes obtidos com o BS diferiam dos
obtidos com a ATI.

4. RESULTADOS

Primeiramente comparou-se a diferenca entre o preco tedrico da opcao calculada pela
ATI e BS. Essa analise foi separada em trés grupos para cada empresa, um com as opgoes
dentro do dinheiro, outro no dinheiro e por ultimo fora do dinheiro.

Segue a tabela com os resultados apurados para a Petrobras e a Vale respectivamente:

Tabela 1 - Diferenca entre 0 modelo BS e o ATI para as opgdes da Petrobras

Dentro do dinheiro No dinheiro Fora do dinheiro
Diferenca Absoluta 0,005202179 0,00100502 -0,005731818
Diferenca Relativa (%0) 0,24778737236% -2,3337261764% | -27,08173261687%
Desvio-padrao 0,006512055 0,015071673 0,007327483
Desvio-padrao (%0) 0,37955769% 7,44945871% 29,7462029%

Tabela 2 - Diferenca entre 0 modelo BS e o AT para as opces da Vale

Dentro do dinheiro No dinheiro Fora do dinheiro
Diferenca Absoluta 0,011655856 0,001930518 -0,013430093
Diferenca Relativa (%0) 0,40462392879% -0,29888670326% | -9,80087850155%
Desvio-padrao 0,01130703 0,009135815 0,019058033
Desvio-padrao (%0) 0,40595621% 2,29346893% 15,81965424%

Os resultados expostos apontam para uma maior diferenca entre os modelos nas
opcoes fora do dinheiro. Além de verificar que os modelos tendem a convergir para precos
préximos nas opcdes dentro do dinheiro. De maneira geral o aprecamento via ATI teve
valores de prémios menores que o BS, com diferenga méxima de 72%. Esses resultados estdo
de acordo com o esperado, considerando o que foi discutido na subsecdo 2.1, acerca da
distribuicdo lognormal e da implicita.

Apds essa primeira analise das diferencas entre os valores tedricos, seguiu-se a analise
de sensibilidade das varidveis envolvidas.
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Figura 10 - Preco da opcéo de compra em funcéo do valor do skew

Nota-se que €é relevante se trabalhar com um valor de skew em uma faixa limitada de
valores, do contrério, ocorrera uma instabilidade no preco e o modelo ndo ird aderir
adequadamente a realidade.
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Figura 11 - Preco da opcéo de compra (Y) em funcéo da volatilidade (X)

Percebe-se que a variagdo na volatilidade impacta, de maneira semelhante, ambos os
modelos de aprecamento, sem haver um descolamento de um deles.

14

12

i

8 —call ATI
6 Call Black-Scholes

10

0 T T T T T T T T T
0,083 0,167 0,25 0,5 0,75 1 1,25 15 1,75 2

Figura 12 - Preco da opcao de compra em funcdo do tempo até o exercicio da op¢ao
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Constata-se que o tempo até o exercicio da opc¢do leva, no longo prazo, a um
descolamento entre os dois modelos, evidenciando assim que os modelos divergem caso 0
exercicio ndo se encontre no curto prazo.
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Figura 13 - Preco da opcéo de compra em funcéo do prego da acdo

Assim como no caso da variacdo da volatilidade, a diferenca entre os modelos é
pequena, ndo ocorrendo um descolamento entre as curvas.

Por dltimo, segue abaixo o p-valor obtido a partir do teste ndo paramétrico de
Wilcoxon. Para ambas as empresas, 0s resultados apontam para, do ponto de vista estatistico,
ndo ha diferenca entre os prémios calculados pelo método da ATI e do BS ao nivel de
significancia de 0,05.

Tabela 3 - P-valor do teste ndo paramétrico de Wilcoxon

P-valor
Petrobras 0,45
Vale 0,271

5. CONCLUSOES

Verificou-se para as acOGes da Petrobrads, que a diferenca dos precos teodricos das
opcOes entre 0os métodos de aprecamento € minima no caso de opgbes dentro do dinheiro,
sendo essa diferenca crescente conforme se avanca as opgdes fora do dinheiro. Ja a diferenga
visualizada para as agdes da Vale, apesar de seguir de maneira geral o descrito para a
Petrobras, houve casos que a diferenca no dinheiro foi menor que a dentro do dinheiro.

Em relacdo ao sinal dessa diferenca, para ambas as empresas, as opgdes dentro do
dinheiro calculadas pela ATI obtiveram valores superiores ao do modelo BS, sendo o
comportamento oposto verificado nas opcdes fora do dinheiro. Porém as opc¢des no dinheiro
ndo seguiram um padrdo, ocorrendo valores superiores e inferiores da ATl em relagéo ao BS.
E interessante destacar que a diferenca entre os modelos no aprecamento das opcdes da Vale é
inferior aos valores obtidos para a Petrobras.

Outro ponto relevante a ser destacado € o skew, visto que sua mensuracdo adequada
influéncia a aderéncia do modelo a realidade. Notaram-se valores superiores de skew para a
Petrobras em relacdo a Vale, além disso, a curva da volatilidade implicita da Vale se
aproximava com frequéncia de um smirk, enquanto a da Petrobras se assemelhava a um
"'sorriso”.
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Deve-se levar em conta também a influéncia, na andlise de sensibilidade, do tempo até
0 exercicio. Pois esta varidvel se mostrou mais relevante que as demais, na perspectiva que
quanto maior for o tempo até o vencimento maior sera a diferenca entre o prego tedrico da
ATl e do BS.

Contatou-se, através do teste de Wilcoxon, que o0 método da ATI néo alterou de forma
significativa o valor do prémio da op¢do em comparagdo ao modelo BS.

Por fim, destaca-se que para se obter valores de prémio da op¢do mais proximos aos
observados no mercado, é fundamental construir uma curva de volatilidade implicita capaz de
refletir o comportamento do ativo. De forma a alcancar uma curva de volatilidade implicita
proxima da realidade através do calculo do skew mais preciso.
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