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Resumo: Uma hip6tese indispensavel paraa utilizacgo de um gréfico de controle € aindependéncia entre
as observagdes da caracteristica de qualidade a ser monitorada. Entretanto, a crescente automatizagéo no
segmento de manufaturarevol ucionou muitos processos, acentuando coincidentemente adependénciaem
série entre observagdes. Nesse artigo, analisou-se o desempenho do gréfico de controle T2 de Hotelling
em processos bivariados com observactes correlacionadas e autocorrelacionadas. Para tanto, foi
necessario desenvolver a matriz de correlagéo cruzada do vetor de médias amostrais sob a hipétese de
gue as observagdes sejam descritas por um vetor autorregressivo de primeiraordem —VAR(1). Usando o
método da amostragem sistemaética através da sel egdo de amostras de tamanho n, procurou-se diminuir o
efeito indesgjado da autocorrelagdo presente no processo. Os resultados indicam que a estratégia de
amostragem sistemética sempre melhora o desempenho do gréfico, exceto quando apenas umavariavel é
afetada por uma causa especia e as observages desta variavel ndo sdo autocorrelacionados. Durante a
formacdo de uma amostra de tamanho n, se o intervalo para a selegdo dos el ementos da amostra for igual
as=1, o nimero médio de amostras até o sinal (ARL) reduz em média mais de 30%. Se o intervalo paraa
selecéo dos elementos da amostra for igual as=2, o ARL reduz em média mais de 40%.

Palavras Chave: Autocorrelagdo - amostragem - T2 de Hotelling - modelo VAR(2) -
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1. INTRODUCAO

Processos modernos de manufatura apresentam observagdes multivariadas que além
de correlacionadas, também sdo afetadas pela autocorrelacdo. A autocorrelacdo se refere a
dependéncia entre observacfes de uma mesma caracteristica de qualidade. A correlacéo se
refere a dependéncia entre as observacgdes das caracteristicas de qualidade. Pan e Jarret (2011)
descrevem muitos destes processos.

Uma das hipdteses fundamentais para a utilizacdo de um grafico de controle € a
independéncia entre as observagGes da caracteristica de qualidade a ser monitorada.
Entretanto, a crescente automatizacdo no segmento de manufatura revolucionou muitos
processos, acentuando coincidentemente a dependéncia em série entre observagdes. Uma
abordagem tipica para estudar o desempenho de graficos de controle em processos
autocorrelacionados é ajustar um modelo de séries temporais as observag¢bes do processo. O
modelo autoregressivo de primeira ordem, AR(1), e o vetor autoregressivo de primeira ordem,
VAR(1), sdo adotados em muitos estudos que lidam com gréficos de controle univariados e
multivariados (ALWAN; ROBERTS, 1988; MONTGOMERY; MASTRANGELO, 1991;
TSENG; ADAMS, 1994; RUNGER et al., 1995; FALTIN et al., 1997; ENGLISH et al., 2000;
GHOURABI; LIMAM, 2007; CHAN; LI, 1994; CHARNES, 1995; KALGONDA;
KULKARNI, 2004; COSTA; CLARO, 2008; PAN; JARRET, 2007; HWARNG; WANG,
2010; HUANG et al., 2013a; HUANG et al., 2013b; FRANCO et al., 2013).

A autocorrelacdo entre os itens da amostra tem um sério impacto sobre o desempenho
dos gréaficos de controle. Para reduzir o efeito indesejado de autocorrelacdo no desempenho
do grafico de X, Costa e Castagliola (2011) propuseram uma estratégia de amostragem
denominada s-kip. De acordo com esta estratégia, as amostras sdo obtidas através da selecdo
de um elemento da linha de producéo e, em seguida, pulam-se s elementos consecutivos antes
de selecionar o proximo. Esta estratégia também é conhecida na area de amostragem como
amostragem sistematica (BOLFARINE; BUSSAB, 2005). Mais recentemente, Franco et al.
(2014) realizaram o design estatistico e econdémico do gréafico de controle de X em processos
com observacdes autoregressivas de primeira ordem usando a estratégia s-kip.

O apelo pratico de pular observaces reside no fato de que o desempenho do grafico
aumenta substancialmente quando algumas observacfes sdo ignoradas. Baseando-se nessa
premissa, considerou-se no presente artigo a estratégia de amostragem sistematica para

melhorar o desempenho do gréfico de controle T2 de Hotelling. A deducdo da matriz de

covariancia cruzada do vetor de meédias amostrais (FY) considerando a estratégia de

amostragem sistematica ndo é simples, contudo necesséria para obter A, pardmetro de nao
centralidade da distribuicdo qui-quadrado. O poder o grafico de controle T? de Hotelling é
funcdo de A4, logo o conhecimento da matriz de covariancia cruzada facilita a investigacdo do
efeito da correlacdo e da autocorrelagcdo no grafico de controle.

O efeito combinado da autocorrelacdo e da correlagdo cruzada no desempenho do
grafico T2 de Hotelling sob a estratégia de amostragem sistematica é digno de investigacao,
pois ndo ha referéncias de trabalhos que utilizam esta estratégia em processos com duas ou
mais variaveis. Na secdo 2 e Apéndice, obteve-se a matriz de correlacdo cruzada do vetor de
medias amostrais (I'y) sob a hipotese de que as observagdes sejam descritas por um vetor

autorregressivo de primeira ordem — VAR(1). Na secdo 3, investigou-se o efeito da
autocorrelagdo e da correlacdo cruzada no desempenho do gréfico de controle T2 de Hotelling
sob a estratégia de amostragem sistematica em processos bivariados. Finalmente, na secéo 4,
apresentamos as principais conclusdes.



Tema

- o n A GESTAD DO CONHECIMENTO
: : ue I XI Simpasio de Exceléncia PARA A SOCIEDADE

2014 em Gestao e Tecnologia 2223 & 24 de outubro
2. O MODELO AUTOREGRESSIVO E A MATRIZ DE COVARIANCIA
CRUZADA
O modelo vetor autoregressivo tem sido utilizado em estudos recentes para modelar
observagbes multivariadas com autocorrelagdo e correlacdo (PAN e JARRET, 2007,
HWARNG e WANG, 2010; HUANG et al., 2013a; HUANG et al., 2013b). O modelo
VAR(1) é representado por:

X —n=0(X_,—p)+g, 1)

sendo X, ~N_(pm, I') o vetor de observagbes de dimenséo (px1) no instante t (p € o

ndmero de variaveis), n € o vetor de medias, ¢ é um vetor aleatério com observacoes

independentes e distribuicdo normal multivariada com média zero e matriz de covariancia X
e @ & uma matriz com parametros de autocorrelacéo de ordem (px p).

De acordo com Kalgonda e Kulkarni (2004), a matriz de correlagdo cruzada de X,

possui a seguinte propriedade: I'=®I'd +%. Apo6s alguma manipulacdo algébrica, é
possivel obter a relacdo:

-1
VecF:(Ip2—®®®) Vec = @)

onde ® é o operador produto de Kronecker e Vec € o operador que transforma a matriz em
um vetor empilhando suas colunas.

Para estudar o efeito da autocorrelacdo e correlacdo no gréafico de T2, considerou-se

um processo bivariado (p=2):
a 0 1
®= o 3)
0 b p 1
A partir de (2) e (3), segue-se que:

- (1— a’ )71 o =p(1- ab)_l

r= . (4)
=p(l-ab)" of =(1-b)

A matriz de covariancia cruzada do vetor de médias amostrais formadas por subgrupos
racionais de tamanho n selecionados com base na estratégia de amostragem sistematica é
desenvolvida no Apéndice:

: 1 : n-— .
4112 = G_X|:1+ 2 z (n J) a (s+1)j :| é’lz GXY |:1+ Z (n J).a(3+l)1 +1 Zl(n _ j).b(s+1)1:|
n nj= nj=1
tx : (5)
2 = : s+1)j
$n=Cp 4’22:_‘{|:]_+_Z(n_]).b( l)Ji|
n nj=1
o1 o . 1 p - )
sendo: oy :1—2; oy :m; Oy = ab’ Na auséncia da autocorrelagdo (a=bh=0), I'; se
—a _ —a

reduza ¥ = n’y .

O parametro de nédo centralidade da distribuicdo de T2 é funcdo dos elementos da
matriz inversa de covariancia cruzada. Sob a hipdtese de emprego da estratégia de
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amostragem sistematica, buscou-se conhecer o comportamento de I',' diante do efeito da
autocorrelacéo e da correlagdo no desempenho do gréfico de controle T2 de Hotelling.

L (6 6,
Fyl 11 12 (6)
012 022

A Tabela 1 apresenta valores de 6,,, 6, e 6, considerando-se: n=4, p<(0;0,7) e
aebe(0;0,2;0,50,7). Os elementos da diagonal principal de ' aumentam & medida que
aumenta a correlacdo (p)e a amplitude do intervalo de amostragem (s). Contudo, o0s
elementos da diagonal principal de F%l diminuem com a presenca da autocorrelagéo (a,b).
Quando as variaveis sdo independentes, os elementos da diagonal secundaria de ;1 séo
iguais a zero e na presenca de correlacao, eles sdo negativos.

Tabela 1: Elementos da matriz F%l ;aebe(0;02;05;07); pe(0,0,7).

P2
0 0,7

a o0 o0 02 00 05 00 07 0,0 00 02 00 05 00 07

b 00 02 02 05 05 07 07 0,0 02 02 05 05 07 07

0, 400 400 286 400 145 400 075 | 784 770 560 687 285 58 148
s=0 0, 400 286 286 145 145 075 075| 784 550 550 250 285 110 148
6, 000 000 000 000 000 000 000]|-549 -451 -392 -268 200 -143 -1,03
6, 400 400 362 400 208 400 100 | 784 756 709 645 407 558 197
ss1 0, 400 362 362 208 208 100 100 | 784 683 709 335 407 140 197
6, 000 000 000 000 000 000 000|-549 -493 -496 -287 -28 -148 -1,38
0, 400 400 379 400 249 400 123 | 784 755 744 636 488 545 242

s=2 0, 400 379 379 249 249 123 123 | 784 716 744 396 488 168 242
000 000 000 000 000 000]|-549 505 -521 -305 -342 -156 -1,69

,’3%
o
o
o

3. O EFEITO DA AUTOCORRELACAO E DA CORRELACAO NO
DESEMPENHO DO GRAFICO T? DE HOTELLING

O grafico de controle T? de Hotelling é o mais conhecido esquema de controle
utilizado para detectar desvios na média de processos multivariados (HOTELLING, 1947).

Quando o vetor de médias po=(to 1) € @ matriz I, sdo conhecidos, a estatistica de
monitoramento T2 de Hotelling é representada por:

T2:(x _yo)ri‘l(x —/10) (7)

Com o processo em controle, T* ~ 2. Se ocorrer uma causa especial que provoque a
mudanga no vetor de médias para W,=(uy,44,), T2~ x7,, com parametro de néo
centralidade A% =3T3, sendo 8= (0, = 1y, — iy, 0, = 1y, — Hyp) , Veja Wu e Makis (2008).

Sem perda de generalidade, considerou-se 4, = 4, =0 na avaliacdo do desempenho do

grafico de T?. Na auséncia de autocorrelacdo, o pardmetro de nio centralidade é dado por
A2 =6‘P§6. Como 6'1"?‘16 < 6"{’;16, conclui-se que a autocorrelacdo reduz o poder o
gréfico em detectar uma causa especial.
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Para estudar o efeito da correlacdo e da autocorrelacdo no desempenho do grafico de
T? assumiu-se um processo bivariado e amostras de tamanho n=4 foram coletadas seguindo
os intervalos de amostragem s € (0,1,2). O desempenho dos gréaficos foi avaliado pelo nimero
médio de amostras até o sinal (ARL). Quando o processo esta em controle, 0 ARL mede o
numero médio de amostras até a ocorréncia de um alarme falso (ARL,). Quando o processo
esta fora de controle, o grafico com menor ARL detecta com maior rapidez mudanga no
processo. Na pratica, amostras preliminares sdo coletadas para estimar a matriz I" e 0s
parametros a, b e p ; veja equagdo (4). O ARL é dado por:

ARL = {1-[ Pr( 7, ) < LCJ}_l ®)

sendo LC o limite de controle do grafico de T2 que é obtido a partir da equagéo (8) fixando o
valor do ARLy=370,4 e 1=0. Os demais ARLS s&o apresentados nas Tabelas 2, 3 e 4.

Tabela 2: Valores do ARL - Gréfico de T2, &, =5,

(a; b) (0; 0 0;0,2) (0, 0,5 0;0,7)
S 0,1ou2 0 1 2 0 1 2 0 1 2
5 S5 ARL ARL ARL ARL ARL ARL ARL ARL ARL ARL
p=0,0
,50 ,50 27,73 34,43 29,74 28,78 46,56 40,51 37,09 55,16 51,84 49,02
75 75 7,74 9,99 8,40 8,09 14,47 12,17 10,92 17,96 16,58 15,44
1,00 1,00 3,06 3,89 3,30 3,18 5,63 4,72 4,24 7,07 6,50 6,03
1,25 1,25 1,68 2,02 1,78 1,73 2,78 2,38 2,18 3,43 3,17 2,96
1,50 1,50 1,21 1,36 1,25 1,23 1,71 1,53 1,43 2,03 1,90 1,80
0=0,3
,50 ,50 39,83 48,07 42,20 40,96 59,46 53,24 49,45 64,48 61,80 59,30
75 75 11,92 15,06 12,79 12,33 19,80 17,16 15,61 22,03 20,84 19,74
1,00 1,00 4,62 5,87 4,97 4,79 7,86 6,74 6,10 8,83 8,30 7,83
1,25 1,25 2,34 2,89 2,49 2,41 3,79 3,28 2,99 4,24 3,99 3,77
1,50 1,50 1,51 1,77 1,58 1,54 2,21 1,95 1,81 2,43 2,31 2,20
p=0,7
,50 ,50 55,82 64,12 58,39 56,95 67,08 66,04 63,61 65,51 67,22 67,16
75 75 18,24 21,87 19,34 18,72 23,23 22,75 21,64 22,51 23,29 23,26
1,00 1,00 7,19 8,76 7,66 7,40 9,36 9,14 8,66 9,04 9,39 9,37
1,25 1,25 3,48 4,20 3,70 3,57 4,49 4,38 4,16 4,34 4,50 4,49
1,50 1,50 2,06 2,42 2,16 2,10 2,56 2,51 2,39 2,48 2,56 2,56
(a; b) (0; 0) (0,2;0,2) (0,5; 0,5) (0,7;0,7)
S 0,1ou2 0 1 2 0 1 2 0 1 2
& > ARL ARL ARL ARL ARL ARL ARL ARL ARL ARL
£=0,0
,50 ,50 27,73 43,87 31,98 29,90 93,65 64,57 52,09 159,45 129,50 108,90
75 75 7,74 13,43 9,15 8,45 36,68 22,08 16,69 80,52 58,64 45,48
1,00 1,00 3,06 5,22 3,57 331 15,74 8,85 6,54 41,01 27,61 20,29
1,25 1,25 1,68 2,60 1,89 1,79 7,62 4,25 3,19 21,85 13,98 9,98
1,50 1,50 1,21 1,63 1,30 1,26 4,19 2,44 191 12,35 7,71 5,46
=03
,50 ,50 39,83 60,48 45,39 42,68 118,51 85,46 70,57 187,11 156,80 135,09
75 75 11,92 20,25 14,01 12,98 51,43 32,28 24,86 103,84 78,44 62,47
1,00 1,00 4,62 8,05 5,45 5,04 23,53 13,57 10,09 56,91 39,68 29,85
1,25 1,25 2,34 3,88 2,70 2,52 11,72 6,53 4,83 31,98 21,04 15,25
1,50 1,50 1,51 2,25 1,68 1,59 6,43 3,61 2,73 18,70 11,86 8,43
p=0,7
,50 ,50 55,82 81,12 62,78 59,41 145,92 109,97 92,97 214,55 185,10 163,19
75 75 18,24 30,04 21,27 19,78 70,22 46,13 36,31 130,24 102,03 83,48
1,00 1,00 7,19 12,50 8,49 7,85 34,52 20,64 15,55 76,85 55,62 42,94
1,25 1,25 3,48 6,00 4,08 3,78 17,96 10,17 7,52 45,73 31,13 23,04
1,50 1,50 2,06 3,33 2,35 2,20 10,02 5,57 4,13 27,90 18,16 13,08

Considerou-se na andlise do desempenho variaveis ndo correlacionadas, p= 0, e
varidveis com baixa ou alta correlacdo, p= 0,3 ou 0,7. Também foram consideradas
observacdes independentes e autocorrelacionadas, ou seja: a, b €(0; 0,2; 0,5; 0,7).
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Tabela 3: Valores do ARL - Gréfico de T2 , 01 0U &5,=0.

Tema

(a; b) (0; 0 (0;0,2) (0;0,5) (0;0,7)
S 0,10u2 0 1 2 0 1 2 0 1 2
& S ARL ARL ARL ARL ARL ARL ARL ARL ARL ARL
=00
,00 ,50 67,32 95,27 75,12 71,36 163,04 126,03 108,04 230,33 201,94 180,35
,50 ,00 67,32 67,32 67,32 67,32 67,32 67,32 67,32 67,32 67,32 67,32
,00 1,00 9,41 16,19 11,09 10,26 42,87 26,28 20,02 90,63 67,10 52,66
1,00 ,00 9,41 9,41 9,41 9,41 9,41 9,41 9,41 9,41 9,41 9,41
,00 1,50 2,57 4,31 2,98 2,77 13,05 7,28 5,39 35,03 23,24 16,92
1,50 ,00 2,57 2,57 2,57 2,57 2,57 2,57 2,57 2,57 2,57 2,57
p=0,3
,00 ,50 60,48 87,08 68,09 64,54 154,61 118,79 101,38 224,59 196,46 175,07
,50 ,00 60,48 60,61 60,75 60,76 61,50 62,03 62,16 62,91 63,40 63,63
,00 1,00 8,05 13,99 9,57 8,84 38,60 23,63 17,96 85,39 63,18 49,52
1,00 ,00 8,05 8,08 8,10 8,10 8,25 8,35 8,37 8,52 8,62 8,66
,00 1,50 2,25 3,72 2,61 2,44 11,47 6,46 4,80 32,25 21,45 15,64
1,50 ,00 2,25 2,26 2,26 2,26 2,30 2,32 2,33 2,36 2,38 2,39
p=0,7
,00 ,50 28,53 46,04 34,59 32,41 107,78 81,44 68,10 192,22 167,20 147,73
,50 ,00 28,53 29,27 30,07 30,10 34,34 37,40 38,16 42,47 45,26 46,61
,00 1,00 3,15 5,55 391 3,63 19,93 12,57 9,57 60,27 45,09 35,34
1,00 ,00 3,15 3,24 3,34 3,34 3,87 4,28 4,39 5,01 5,43 5,64
,00 1,50 1,23 1,70 1,37 1,31 5,36 3,35 2,61 20,16 13,90 10,30
1,50 ,00 1,23 1,24 1,26 1,26 1,36 1,44 1,46 1,58 1,67 1,72
(a; b) (0; 0) (0,2;0,2) (0,5; 0,5) (0,7;0,7)
S 0,10u2 0 1 2 0 1 2 0 1 2
S S ARL ARL ARL ARL ARL ARL ARL ARL ARL ARL
£=0,0
,00 ,50 67,32 95,27 75,12 71,36 163,04 126,03 108,04 230,33 201,94 180,35
,50 ,00 67,32 95,27 75,12 71,36 163,04 126,03 108,04 230,33 201,94 180,35
,00 1,00 9,41 16,19 11,09 10,26 42,87 26,28 20,02 90,63 67,10 52,66
1,00 ,00 9,41 16,19 11,09 10,26 42,87 26,28 20,02 90,63 67,10 52,66
,00 1,50 2,57 4,31 2,98 2,77 13,05 7,28 5,39 35,03 23,24 16,92
1,50 ,00 2,57 4,31 2,98 2,77 13,05 7,28 5,39 35,03 23,24 16,92
0=0,3
,00 ,50 60,48 86,92 67,80 64,26 153,08 116,62 99,17 221,26 192,21 170,40
,50 ,00 60,48 86,92 67,80 64,26 153,08 116,62 99,17 221,26 192,21 170,40
,00 1,00 8,05 13,94 9,51 8,79 37,86 22,87 17,31 82,48 60,27 46,86
1,00 ,00 8,05 13,94 9,51 8,79 37,86 22,87 17,31 82,48 60,27 46,86
,00 1,50 2,25 3,71 2,59 2,42 11,20 6,23 4,62 30,74 20,16 14,58
1,50 ,00 2,25 3,71 2,59 2,42 11,20 6,23 4,62 30,74 20,16 14,58
p=0,7
,00 ,50 28,53 45,00 32,87 30,75 95,44 66,03 53,36 161,55 131,52 110,81
,50 ,00 28,53 45,00 32,87 30,75 95,44 66,03 53,36 161,55 131,52 110,81
,00 1,00 3,15 5,39 3,68 3,42 16,24 9,14 6,76 42,09 28,40 20,91
1,00 ,00 3,15 5,39 3,68 3,42 16,24 9,14 6,76 42,09 28,40 20,91
,00 1,50 1,23 1,66 1,32 1,28 4,32 2,51 1,96 12,75 7,96 5,65
1,50 ,00 1,23 1,66 1,32 1,28 4,32 2,51 1,96 12,75 7,96 5,65

Na auséncia de autocorrelacdo (a=b=0) ou na presenca de duas variaveis com o
mesmo nivel de autocorrelacdo (a=b#0), alta dependéncia entre duas variaveis aumenta o
desempenho do grafico de T2 quando ha deslocamento na média de apenas uma variavel
(61£0; 5=0 ou 6,=0; &+#0). Por exemplo, se a=b=p=0 e (J1; &) = (0; 1,0), o grafico de T?
requer, em média, ARL=9,41 amostras para sinalizar o deslocamento na media do processo.
Esse numero reduz para ARL=3,15 quando ambas as variaveis sdo altamente correlacionadas
(a=b=0; p=0,7). Se ndo ha independéncia entre as variaveis (a=b=0,5; p=0) e (A1; &) = (0;
1,0), o ARL = 42,87. Quando a correlacdo é alta (a=b=0,5; p=0,7), 0 ARL decresce para
16,24. Nesses dois Ultimos casos, a estratégia de emprego da amostragem sistematica (s=2)
reduz os ARLSs, respectivamente, de 42,87 para 20,02 e de 16,24 para 6,76, veja a Figura 1 e

Tabela 3.
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Tabela 4: Valores do ARL - Gréfico de T2 LOL#E S
(a; b) (0; 0) (0;0,2) (0;0,5) (0;0,7)
s 0,10u2 0 1 2 0 1 2 0 1 2
5 8 ARL ARL ARL ARL ARL ARL ARL  ARL ARL ARL
=00
50 1,00 6,50 9,99 7,42 6,97 20,48 14,41 11,75 33,41 27,67 23,58
1,00 50 6,50 717 6,72 6,62 8,15 7,69 7,41 8,72 8,51 8,32
50 1,50 2,22 3,43 2,51 2,37 8,44 5,28 4,12 17,76 13,15 10,33
1,50 50 2,22 2,31 2,25 2,23 2,43 2,37 2,34 2,49 2,47 2,45
1,00 1,50 1,61 2,10 1,74 1,67 3,54 2,71 2,34 5,25 4,50 3,96
1,50 1,00 1,61 1,79 1,66 1,64 2,09 1,94 1,85 2,29 2,22 2,15
p=0,3
50 1,00 8,76 14,02 10,10 9,43 29,07 20,06 16,14 44,37 36,84 31,38
1,00 50 8,76 9,15 8,87 8,81 9,40 9,26 9,12 9,40 9,40 9,35
50 1,50 2,56 4,24 2,96 2,76 11,48 6,80 5,15 24,25 17,56 13,54
1,50 50 2,56 2,57 2,57 2,57 2,55 2,57 2,57 2,53 2,55 2,56
1,00 1,50 2,12 2,98 2,34 2,23 5,23 3,88 3,27 7,18 6,18 5,43
1,50 1,00 2,12 2,31 2,18 2,15 2,51 2,40 2,32 2,56 2,53 2,49
p=0,7
50 1,00 8,30 15,70 10,27 9,38 39,85 25,91 19,99 58,22 49,07 41,80
1,00 50 8,30 7,56 8,24 8,35 6,92 7,97 8,38 7,20 7,91 8,32
50 1,50 1,88 3,35 2,26 2,09 175 6,84 493 32,26 22,39 16,67
1,50 50 1,88 1,77 1,89 1,91 12,74 1,94 2,02 1,89 2,03 2,12
1,00 1,50 2,56 4,19 2,98 2,77 7,87 5,75 4,69 9,24 8,45 7,60
1,50 1,00 2,56 2,45 2,55 2,56 2,24 2,46 2,53 2,22 2,38 2,47
(a; b) (0; 0 (0,2;0,2) (0,5; 0,5) (0,7;0,7)
s 0,10u2 0 1 2 0 1 2 0 1 2
8 8 ARL ARL ARL ARL ARL ARL ARL  ARL ARL ARL
£=0,0
50 1,00 6,50 11,33 7,68 7,10 31,74 18,81 14,13 72,02 51,69 39,67
1,00 50 6,50 11,33 7,68 7,10 31,74 18,81 14,13 72,02 51,69 39,67
50 1,50 2,22 3,64 2,55 2,38 11,00 6,12 453 30,26 19,82 14,33
1,50 50 2,22 3,64 2,55 2,38 11,00 6,12 453 30,26 19,82 14,33
1,00 1,50 1,61 2,46 1,80 171 7,14 3,99 3,00 20,60 13,13 9,36
1,50 1,00 1,61 2,46 1,80 1,71 7,14 3,99 3,00 20,60 13,13 9,36
0=0,3
50 1,00 8,76 15,13 10,34 9,56 40,53 24,67 18,74 86,86 63,93 49,96
1,00 50 8,76 15,13 10,34 9,56 40,53 24,67 18,74 86,86 63,93 49,96
50 1,50 2,56 4,30 2,97 2,77 13,02 7,27 5,37 34,97 23,19 16,89
1,50 50 2,56 4,30 2,97 2,77 13,02 7,27 5,37 34,97 23,19 16,89
1,00 1,50 2,12 3,46 2,44 2,28 10,43 5,80 4,30 28,90 18,86 13,61
1,50 1,00 2,12 3,46 2,44 2,28 10,43 5,80 4,30 28,90 18,86 13,61
p=0,7
50 1,00 8,30 14,37 9,80 9,06 38,82 23,52 17,82 84,07 61,60 47,98
1,00 50 8,30 14,37 9,80 9,06 38,82 23,52 17,82 84,07 61,60 47,98
50 1,50 1,88 2,99 2,14 2,01 8,90 4,95 3,69 25,15 16,24 11,65
1,50 50 1,88 2,99 2,14 2,01 8,90 4,95 3,69 25,15 16,24 11,65
1,00 1,50 2,56 4,29 2,97 2,77 13,00 7,26 5,37 34,93 23,16 16,86
1,50 1,00 2,56 4,29 2,97 2,77 13,00 7,26 5,37 34,93 23,16 16,86
100 100
80 80
0,0 0,7
60 a 60 ”
40 40
20 20 —
) Rl [T TR
.75 1.00 1.25 1.50 .75 1.00 1.25 1.50

Hs=0 Os=1 Os=2

Ws=0 Os=1 [Os=2

Figura 1: ARL do gréaficode T 2 ; a=0,5; b=0,5; 5,=0, & < (0,75;1,00;1,25;1,50).
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Efeito contrario é observado se ocorre deslocamento na média das duas variaveis. Por
exemplo, se a=b=p=0 e (&; &) = (1,0; 1,0), o grafico de T? requer, em média, ARL=3,06
amostras para sinalizar o deslocamento na média do processo. O ARL aumenta para 7,19
quando as variaveis apresentam alta correlacdo a=b=0; p=0,7.

Quando ambas s&o autocorrelacionadas, a=b=0,5; p=0 e (&1; &%) = (1,0. 1,0), o
ARL=15,74. O ARL aumenta para 34,52 quando ha alta correlacdo a=b=0,5; p=0,7.

Nesses dois ultimos casos, a estratégia de emprego da amostragem sistematica (s=2)
reduz os ARLs, respectivamente de 15,74 para 6,54 e de 34,52 para 15,55, veja a Figura 2 e
Tabela 2.

80 80
60 60
0=0,0 0=0,7
40 40
20 20
0 I Tl e e 0 I it r__"l
.75 1.00 1.25 1.50 .75 1.00 1.25 1.50
Hs=0 Os=1 Bs=2 Ms=0 Os=1 Os=2

Figura 2: ARL do graficode T 2 ; a=0,5; b=0,5; 6,=0, € (0,75;1,00;1,25;1,50).

Se apenas uma variavel é autocorrelacionada e apenas uma sofre deslocamento na
média, fruto de uma causa especial que atua no processo, (a#0; b=0 ou a=0; 50 e 57#0; 5,=0
ou 5,=0; %+#0), alta dependéncia entre as duas variaveis aumenta o desempenho do gréfico de
T 2. Por exemplo, se a causa especial modifica a média da variavel independente (a; b; &; &%)
=(0; 0,2; 1,0; 0) e p=0, 0 ARL= 9,41. Esse nimero diminui pra ARL= 3,24 quando ha alta
correlacdo (0=0,7). Nesse caso, a estratégia de amostragem sistematica ndo melhora o
desempenho do grafico de T?. Quando a causa especial modifica a média da variavel
autocorrelacionada (a; b; &; &%) = (0; 0,2; 0; 1,0) e p=0, o grafico de T? requer, em média,
16,19 amostras para sinalizar. Esse nuimero diminui para ARL= 5,55 quando ha alta
correlacdo (p=0,7). Nesse ultimo caso, aplicando a estratégia de amostragem sistematica (s=2)
0s ARLs, diminuem, respectivamente, de 10,26 para 3,63, veja a Figura 3. Para 0 cenario em
que b=0,7, consulte a Figura 4.
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Figura 3: ARL do graficode T 2 ; a=0; b=0,5; 6,=0; & < (0,75;1,00;1,25;1,50).
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Figura 4: ARL do gréafico de T?; a=0; b=0,7; 5,=0; & € (0,75;1,00;1,25;1,50).

4. CONCLUSAO

No presente artigo considerou-se a estratégia de amostragem sistematica para reduzir o
efeito da correlagdo e da autocorrelagdo no desempenho do grafico T> de Hotelling. A
estratégia aumenta o desempenho do grafico quando a causa especial que atua no processo
modifica o valor médio da varidvel autocorrelacionada. Se as varidveis sdo
autocorrelacionadas e ambas sdo afetadas por causas especiais que atuam modificando seus
valores médios, a correlagdo, em geral, diminui o desempenho do grafico.
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APENDICE - Matriz de covariancia cruzada de um vetor de médias amostrais
considerando a estratégia de amostragem sistematica.

Considere que n elementos de uma amostra sdo coletados em curto espaco de tempo e
o intervalo de amostragem t é suficientemente grande para eliminar qualquer dependéncia
entre amostras; o vetor de observacfes da j-ésima unidade € descrita por um modelo
autoregressivo de primeira ordem:

i
XJ:ECDJ e 71,2, (A1)

sendo &~N,(1;Z) com Z=(a;),,,; a;=1sei=j; a;=psei= j e d=diag(ab).

De acordo com o modelo autoregressivo,
Var (X;) = (@' ™)[(@'™) +(@"*)(P?) +..+3 (A2)

Se '=dI'd +X (KALGONDA e KULKARNI, 2004), a matriz de covariancia
cruzada do vetor de médias amostrais (1“Y ) é dada por:
FX:Var{—xﬁszr”'X” } (A3)
n
Quando as amostras sdo formadas usando a técnica de amostragem sistematica, a
matriz de covariancia cruzada de um vetor de médias amostrais (FY) é dada por:
(|+q)(s+1)+®2(s+l)+m+®(n—1)(s+l)) r (I+q)(s+1)+®2(s+1)+m+®(n—1)(s+l))‘ .
r-= %Var{ T X1y (s4)i } = lz [mps+®25‘1+...+¢z(”’l)5’1jze[q>s+q>25‘1+...+q>("’1)571]l+ (A4)
n n
(m5*1+¢25+...+®(n_1)s)ze (m5*1+<1>25+...+q>(n_1)5) - ozem' +3,

Baseando-se nas equacdes (Al), (A2), (A3) e (A4d), segue que:

e i) Llgfge el ] o

Apds manipulacéo algébrica, a equacdo (A5) é representada por:

Oxy

2 n- - n-. -
§f=ﬁ[1+3_zl<n na“l} (o= [1+ - J).a“””+321(n—j).b““”}
n nij=1 nij=1

=
I

x|

Cn = % =ﬂ[1+—'fz (n- J').b(s*l)‘}
n nij=1
(A6)

1 2 1 P
Oy =——, 0w ="—"7
1-a?’ " 1-b>’ Y 1-ab

sendo: o =
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